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摘 要：信息论是研究信息的传输、存储和处理的学科。本文从经典信息论出发，
介绍了自信息、信息熵，并逐步引入联合熵、条件熵、互信息和相对熵等概念。
随后结合量子力学，引入了纯态与混态的概念，探讨了直积态与纠缠态，并引
入密度矩阵这种独立的描述方式。在前者的基础上，引入了量子信息论，介绍
了冯诺依曼熵和相对熵的概念，以及二者的性质。最后，通过数值计算研究了
两种量子系统的演化过程，包括双量子比特耦合和单模光场与热库的相互作用。
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1 引言
“信息论”或者称为“通讯中的数学理论”，是研究信息的传输、存储和处理的学

科。它起源于上世纪四十年代，并由克劳德•香农在其经典论文《通信的数学理论》

中第一次提出。

经典信息论主要关注的是描述和分析在经典信息系统中的信息量、传输效率、和

信息编码等问题。然而，随着量子力学的发展和应用，量子信息论迅速兴起，成为信

息科学中新兴的领域。一些经典信息论中的难题在量子信息论中得以解决，经典信息

论的理论与方法在量子信息论中基本仍然适用，并且量子信息论通过量子力学引入了

量子纠缠等新的概念。

2 经典信息论

2.1 自信息
首先引入信息的概念，按香农的定义，信息是用来消除不确定性的东西。事件发

生的概率越大，那么事件的信息量就越小。为量化一个事件的不确定性大小，就引入

了信息熵的概念。因此自信息应当满足以下性质：

•连续性：信息 I 随着 p的变化而连续变化；

•单调递减性：发生的概率越小，确定其发生所需要的信息越大；

•当 p→ 0时，I → ∞。即确定不可能事件发生的信息量为无穷大；
•当 p→ 1时，I → 0。即确定一定发生的事件信息量为 0；
•独立随机事件的自信息之和等于各自信息的代数和。

事实上，可以证明，此时信息的取法应当为

I(X = xi) = log
1

p(X = xi)
. (1)

其中 X 为随机变量，xi为随机变量的某个取值，通常取值为 1或 0。
自信息 I 的含义为，一个变量的值先验为 xi，但我们不知道，仅仅知道其发生的

概率，此时需要确定其发生的信息量即为自信息。

可以定义联合自信息，即

I(X = xi, Y = yi) = log
1

p(X = xi, Y = yi)
. (2)
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若 X 与 Y 独立，则由

I(X = xi, Y = yi) = log
1

p(X = xi)
+ log

1

p(Y = ui)
= I(X = xi) + I(Y = yi). (3)

也验证了其第五条性质。

2.2 信息熵
信息熵是对一个事件不确定性的度量，Shannon规定了其的性质：
•熵是连续的：f(p1, p2, . . . , pn)在 pi上连续；

•熵在等概率时，为单调函数:
即当 H(N) = f( 1

N
, 1
N
, . . . , 1

N
)时，若M > N，应有 H(M) > H(N)。

•熵具有可加性：

f(p1, p2, . . . , pn) = f(p1 + p2 + · · ·+ pm, pm+1, . . . , pn)

+ (p1 + p2 + · · ·+ pm)f(p
′
1, p

′
2, . . . , p

′
m).

(4)

其中 p′i =
pi

p1+p2+···+pm
，其物理含义为：独立观察 n个事件所获得的信息等价于先对m

个事件合并观察所得到的信息加上m个事件按概率出现时所观察得到的信息。

根据以上三个性质可以推得熵的表达式，即各个取值自信息的期望，为

H(X) = E(I(X = xi)) =
n∑

i=1

p(X = xi) log
1

p(X = xi)
. (5)

上式即称为经典信息熵 (Shannon熵)，一般对数以 2为底。
可以简单地举一个例子，假设系统仅有一个比特 (Bit)，当一个人收到一段由比特

发出的信号时，如

100110011110 . . . , (6)

其均由 0或 1组成，假设 0的取值概率为 p，1的取值概率为 (1− p)，当 N足够大时，
此时所有可能的 01排序的排列组合数目为

N !

(pN)!((1− p)N)!
≈ 1

ppN(1− p)(1−p)N
= 2NH . (7)

其中熵H = −p log p− (1−p) log (1− p)，将所有可能比取值编码到二进制即需要NH

个比特。
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2.3 联合熵与条件熵
对服从联合分布的 p(x, y)的一对离散变量 (X,Y )，其联合熵为

H(X,Y ) =
∑

p(X = xi, Y = yi) log
1

p(X = xi, Y = yi)
. (8)

如果 X 与 Y 独立，应当有 H(X,Y ) = H(X) +H(Y )。

同时也可以定义一个随机变量在另一个随机变量给定时的条件熵，为

H(X|Y ) =
∑

p(X = xi, Y = yi) log
1

p(X = xi|Y = yi)
. (9)

两者有着一定的联系：可以从条件信息 (condition information) 去考虑，条件熵
H(X|Y )的意义是，在已知 Y 的条件下，获得 X 对于整体信息量的增加，即

H(X,Y ) = H(X) +H(Y |X) = H(Y ) +H(X|Y ). (10)

也可以称为链式法则 (chian rule of entropy)。

2.4 互信息
互信息 (mutual information)是一个随机变量包含另一个随机变量的度量，为

I(X;Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ) = H(X)−H(X|Y ) = H(Y )−H(Y |X). (11)

表示在已知 Y条件发生的条件下，对 X的结果了解的信息的增加程度，其有一些性
质：

•I(X;Y ) = I(Y ;X)，即 X 包含 Y 的信息与 Y 包含 X 的信息一致；

•如果X与 Y 一一对应，如 Y = 2X，则有H(X|Y ) = H(Y |X)，此时有 I(X;Y ) =

H(X) = H(Y )；

•如果 X 与 Y 独立，由熵的可加性可知，互信息 I(X;Y ) = 0。

其也可以写为

I(X;Y ) =
∑
x,y

p(X = x, Y = y) log
p(X = x, Y = y)

p(X = x)p(Y = y)
. (12)

互信息、联合熵、条件熵与信息熵的关系可以通过一张简单的文氏图展示：
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图 1: 互信息、联合熵、条件熵与信息熵的关系文氏图

2.5 相对熵 (Kullback-Leibler散度)

相对熵指的是不同的概率分布之间信息的差距。也可以说是两种概率分布之间的

“距离”，后面会看到这个性质。

对于两个分布密度函数 p(x)与 q(x)，相对熵的定义为

D(p||q) =
∑
x

p(X = x) log
p(x)

q(x)
. (13)

可以得到，相对熵满足

Hp(X) = Hu(X)−D(p||u) = log |χ| −D(p||u). (14)

其中 u为均匀分布，χ为变量X 的分布范围。上式可以简单地理解为，当我们对分布

完全未知时，可以认为其是均匀分布，当我们知道分布后，即可利用相对熵进行修正，

其公式类似于“距离”的可加性，因此也可称其为两种分布之间的“距离”。

互信息可以用相对熵表达出，即

I(X;Y ) = D(p(X = xi, Y = yi)||p(X = xi)p(Y = yi)), (15)

以及

I(X;Y ) = H(X) +H(Y )−D(p(X = xi, Y = yi)||p(X = xi)p(Y = yi)). (16)

可以看出，其呈现出一种距离的形式。
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3 量子力学基础
为保证内容的连贯性，我们介绍回顾一些后面用到的量子力学基础[1]。

3.1 期望值
对于一个物理量 F，对同一系综的不同系统重复测量所得到的期望值 Ā与 A在态

上的期望值，即满足

Ā = ⟨ψ|A|ψ⟩ , (17)

其中 ψ为系统所处的态。

可以定义一个算符 Pi = |i⟩ ⟨i|，显然有测量得到态 |i⟩的本征值 λi的概率为

pi = ⟨ψ|i⟩ ⟨i|ψ⟩ = ⟨ψ|Pi|ψ⟩ . (18)

根据基本假设，任何一个可测量量均对应量子力学中的一个厄密算符，可以写为 O，
记期望值为 ⟨O⟩，则有

⟨O⟩ = ⟨ψ|O|ψ⟩ . (19)

各个厄米算符的期望值可以认为是我们能够从态中提取到的信息。

3.2 矩阵的迹
矩阵的迹为所有对角元的和，可以通过定义式进行简单计算，得到其一些性质：

•Tr(AB) = Tr(BA);

•Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA).

根据性质可得，对于一个幺正变换 U，其并不改变矩阵的迹，因为

Tr(UFU †) = Tr(U †UF ) = Tr(F ). (20)

对于一个线性算符 O，可以定义其迹 Tr(O)，满足

Tr(O) =
∑
i

⟨i|O|i⟩ . (21)

其中 |i⟩为希尔伯特空间的一组正交归一的基矢，并且其是不依赖于表象的，因为各
个表象之间仅差一个表象变换，而表象变换并不影响矩阵的迹。

应当指出，在希尔伯特空间中矩阵求迹的性质一并非完全适用，前提是算符 AB对
易。
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3.3 复合体系
3.3.1 纯态与混态

为讨论更加直观，我们专注于讨论一个两体系统 A和 B。
•纯态：

纯态是指能用单一波函数描述的态，或者说是两体系统 A+B的 Hilbert空间HA ⊗
HB 中的任意相干叠加态，即

|Ψ⟩AB =
∑
nm

Cnm |Ψn⟩A ⊗ |ψm⟩B , (22)

其中 |Ψn⟩A ⊗ |ψm⟩B 为正交归一基矢，其一般可以分为可分离态 (直积态)与不可分离
态 (纠缠态)，我们将会在后面进行讨论。
•混态：

混态是若干个纯态 |Ψi⟩AB 的非相干混合。各个纯态 |Ψi⟩AB 之间的相位并不固定，

因此并不存在相干叠加的干涉问题，且态之间也未必一定要正交。确切描述非相干混

合的不同纯态的方法是利用纯态系综的概念：

{|λi⟩ , pi, i = 1, 2, · · · ,
∑
i

pi = 1}. (23)

即某个系综内，态 |λi⟩出现的概率为 pi。

3.3.2 直积态与纠缠态

对于两量子体系纯态，分别用 Hilbert空间 HA 和 HB 中的矢量 |ψ⟩A 和 |ϕ⟩B 描述，
若 |Ψ⟩AB 可表示为二者的直积，即

|Ψ⟩AB = |ψ⟩A ⊗ |ϕ⟩B , (24)

则称 |Ψ⟩AB 为直积态，否则称其为纠缠态。

可以将其推广至 N体量子系统的纯态，即若 N体量子体系的量子态可表示为

|Ψ⟩ABC··· = |ψ⟩A ⊗ |ϕ⟩B ⊗ |χ⟩C ⊗ · · · , (25)

其中
|Ψ⟩ABC··· ∈ HABC···,HABC··· = HA ⊗HB ⊗HC ⊗ · · · ,

|ψ⟩A ∈ HA, |ϕ⟩B ∈ HB, |χ⟩C ∈ HC , · · · .
(26)

6



则称 |Ψ⟩ABC···为直积态，否则称为纠缠态。

对于混态的讨论较为复杂，其内容对之后的讨论并无太大影响，因此我们不再对

其展开论述，细致的讨论可以参考[2]。

4 密度矩阵
密度矩阵是不同于态的一种描述体系的方法，在之前我们说过，混态难以用单纯

的波函数表述，此时密度矩阵体现了相比于态描述方法的优越性。我们从纯态入手，

逐步建立密度矩阵的量子力学体系。

4.1 纯态的密度矩阵
我们知道，对于 Fock态，有投影算符 |n⟩ ⟨n|，其可以将某个态 |ψ⟩投影到 |n⟩上，

并得到其对应的相位与大小。

我们可以将上述概念进行推广，考虑在薛定谔绘景下，态矢随着时间演化，设量

子态为 |ψ(t)⟩，且其满足归一化条件 (⟨ψ(t)|ψ(t)⟩ = 1)，则可定义其相应的密度算符
(Density Operator)

ρ(t) = |ψ(t)⟩ ⟨ψ(t)| . (27)

其满足以下性质
ρ† = ρ,

ρ2 = ρ.
(28)

而此时如果采用 Fock 表象，其为离散的，因此可表示为矩阵形式，称为密度矩阵
(Density Matrix)，其矩阵元为

ρnn′(t) = ⟨n|ρ(t)|n′⟩ = ⟨n |ψ(t)⟩ ⟨ψ(t)|n′⟩ = Cn(t)C
∗
n′(t), (29)

其中 Cn(t) = ⟨n|ψ(t)⟩描述态 |ψ(t)⟩在 |n⟩上的分量大小与相位。其对角元为

ρnn(t) = |Cn(t)|2 = | ⟨n|ψ(t)⟩ |2 > 0, (30)

描述的是此时测量算符 n̂，得到其本征值 n的概率。由归一化条件可知，其对角元之

和满足

Trρ =
∑
n

|Cn(t)|2 = 1. (31)

我们写出密度矩阵整体的的形式，根据之前的计算可知，此时可以左右各插入一个投
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影算符

ρ =
∑
nn′

Cn(t)C
∗
n′(t) |n⟩ ⟨n′| =

∑
nn′

ρnn′ |n⟩ ⟨n′| . (32)

可见，若某个矩阵元 ρnn′ 为 0，则有 Cn(t) = 0或 Cn′(t) = 0，因此若矩阵元 ρnn′ 出现

时，其波函数必定包含 |n⟩和 |n′⟩的分量，即投影到这两个态上的大小不为 0。若 |ψ⟩
本身即为一个 Fock态，那么此时其矩阵为一个对角矩阵，且对角元仅有一个值，其余
均为 0。
引入密度矩阵后，根据式 (19)可知，有

⟨O⟩ = ⟨ψ|O|ψ⟩ =
∑
nn′

⟨ψ|n⟩ ⟨n|O|n′⟩ ⟨n′|ψ⟩

=
∑
nn′

C∗
nOnn′Cn′ =

∑
nn′

ρn′nOnn′

=
∑
n′

(ρO)n′n′ =
∑
n

(Oρ)nn.

(33)

利用矩阵求迹的定义式，可以得到

⟨O⟩ = Tr(ρO) = Tr(Oρ). (34)

即可以利用矩阵求迹的方式，并且结合密度矩阵得到算符在态中的期望值。

我们之前说过，密度矩阵是一种不同于态描述的一种方式，而在薛定谔绘景中，态

随时间的演化满足薛定谔方程，而密度矩阵是一个含时算符，故密度矩阵应当也要随

时间演化，其应当满足一定的数学形式。

从态 |ψ⟩出发，利用薛定谔方程

ih̄
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = H |ψ⟩ . (35)

并对密度算符求导，可得

d

dt
ρ(t) =

∂|ψ(t)⟩
∂t

⟨ψ(t)|+ |ψ(t)⟩ ∂⟨ψ(t)|
∂t

=
H |ψ(t)⟩

ih̄
⟨ψ(t)|+ |ψ(t)⟩ ⟨ψ(t)|H

ih̄

=
1

ih̄
[H, ρ(t)].

(36)

称为刘维尔方程，即密度算符随时间演化所满足的方程。
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4.2 混态的密度矩阵
根据之前的介绍，混态并不能单纯的用某个态矢描述，因此难以得到体系的信息，

密度矩阵在此即可以发挥重要的作用。

根据正规算符的谱分解[3]，总可以有体系中正交完备的态矢为 |ψi⟩ (i = 1, 2, 3, · · · )。
我们说过，此时需要用混态系综的概念去描述，假设时间 t时系统位于态 |ψi⟩的概率
为 pi，根据概率守恒的要求，有 0 ≤ pi ≤ 1,

∑
i pi = 1，即一种纯态的混态统计表述。

此时密度算符可以定义为

ρ =
∑
i

pi |ψi⟩ ⟨ψi| =
∑
i

piρi, (37)

其中 ρi = |ψi⟩ ⟨ψi|为与纯态 |ψi⟩对应的密度算符。可以证明，其此时仍然保持纯态密
度算符的某些性质，即

ρ† = ρ,

Trρ =
∑
i

piTrρi =
∑
i

pi = 1,

d

dt
ρ =

∑
i

pi
d

dt
ρi =

1

ih̄

∑
i

pi[H, ρi]

=
1

ih̄
[H, ρ].

(38)

此时并不满足 ρ2 = ρ，应当为

ρ2 =
∑
ii′

pipi′ |ψi⟩ ⟨ψi|ψi′⟩ ⟨ψi′ | =
∑
ii′

pipi′ |ψi⟩ ⟨ψi′ | δii′

=
∑
i

p2i |ψi⟩ ⟨ψi| ≤
∑
i

pi |ψi⟩ ⟨ψi| = ρ(p2i ≤ pi).
(39)

可知，非纯态的密度矩阵满足 Trρ2 ≤ 1。

此时力学量的平均值也可以用密度矩阵描述，即

⟨O⟩ =
∑
i

pi ⟨ψi|O|ψi⟩ =
∑
i

piTr(ρiO)

= Tr(
∑
i

piρiO) = Tr(ρO).
(40)

可见，不同于态的描述，密度矩阵对混态也有着基本与纯态一致的量子体系描述方式。

最后我们简单讨论下 Fock表象下的混态密度矩阵所代表的意义，假设算符，此时
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有

ρnn′ =
∑
i

pi ⟨n|ψi⟩ ⟨ψi|n′⟩ =
∑
i

piC
i
nC

i
n′

∗
. (41)

其中 C i
n = ⟨n|ψi⟩，其对角元为

ρnn =
∑
i

pi|C i
n|2 ≥ 0. (42)

|C i
n|2 描述的是在纯态 |ψi⟩中算符 n̂得到本征值 n的概率，而 ρnn 描述的即为在混态

中测量到本征值 n的概率，可以称其为混合态下的量子态 |n⟩的布居 (population)，即
混合态下体系处于 |n⟩的概率。
对于非对角元 ρnn′，其描述的是 |n⟩与 |n′⟩的相干 (coherence)，若其为 0则说明二

者在此混态下并不相干。

倘若此时 Fock表象的基矢即为之前所设的 |ψi⟩，则此时 ρ即为对角矩阵，对角元

ρnn = pn。

4.3 约化密度矩阵
对于一个两体复合体系 A+B，假设 |ψi⟩A ⊗ |φµ⟩B = |ψi⟩A |φµ⟩B(直积)构成复合体

系的一组完备基，称为非耦合表象。复合体系的任何一个量子态可以表示为其线性组

合，即

|Ψ⟩AB =
∑
iµ

aiµ |ψi⟩A |φµ⟩B , (43)

其中
∑

iµ |aiµ|2 = 1。相应的密度矩阵为

ρAB = |Ψ⟩ABAB ⟨Ψ| =
∑
iµjν

a∗jνaiµ |ψi⟩A |φµ⟩BB ⟨φν |A ⟨ψj| , (44)

显然，其为复合体系的一个纯态。

设 OA 为一个可观测量，且其仅仅对 A系统产生依赖，则在复合体系下，算符应
当可以表示为

O = OA ⊗ IB, (45)

其中 IB 为 B体系内的一个单位算符，其作用于 B空间，因此在复合体系下，可以利
用纯态密度矩阵计算 O的期望值，即

⟨O⟩ = TrAB(ρABO). (46)
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带入先前所介绍的非耦合表象，显然有

⟨O⟩ = AB⟨Ψ|OA ⊗ IB|Ψ⟩

=
∑
jν

a∗jνB⟨φν |A⟨ψj|OA ⊗ IB
∑
iµ

aiµ|ψi⟩A|φµ⟩B

=
∑
ijµ

a∗jµaiµA⟨ψj|OA|ψi⟩A.

(47)

经过简单计算可得，有

⟨O⟩ = TrA(ρAOA), (48)

其中

ρA =
∑
ijµ

aiµa
∗
jµ|ψi⟩AA⟨ψj| = TrB(ρAB). (49)

称为约化密度矩阵 (reduced density matrix)，利用其计算 ⟨O⟩仅需要对其与算符的乘积
进行取迹

⟨O⟩ = TrA(ρAOA). (50)

其有以下性质
ρ†A = ρA,

ρA非负,

T rA(ρA) = 1.

(51)

而 ρ2A = ρA不一定成立。倘若 |Ψ⟩AB 为一个直积态，此时子系中的描述也为纯态，则

ρ2A = ρA 成立；而更一般的来讲，对较大体系的纯态，其一般是纠缠态，而子体系中

的描述则对应混态，此时应当用混态密度矩阵进行描述。

从而我们也可以从约化密度矩阵的角度定义直积态与纠缠态，对于一个 N体复合
体系，倘若

ρABC··· = ρA ⊗ ρB ⊗ ρC · · · , (52)

则可称 |Ψ⟩ABC···为一个直积态，否则称为纠缠态。

4.4 两体施密特分解
对于两体的纠缠特性，可以利用施密特 (Schmidt)分解进行研究，我们知道对于一

个两体复合体系 A+B的任何一个量子态可以表示为

|Ψ⟩AB =
∑
nν

cnν |ψn⟩A ⊗ |φν⟩B, (53)
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而 |ψn⟩A和 |φν⟩B 分别是其子空间的一组正交归一化基

A⟨ψm|ψn⟩A = δmn, B⟨ψν |ψµ⟩B = δνµ. (54)

可以作局域正交变换

|χn⟩B =
∑
ν

cnν |φν⟩B. (55)

此时有

|ϕ⟩AB =
∑
n

|ϕn⟩A|χn⟩B, (56)

其满足

B⟨χm|χn⟩B =
∑
ν

c∗mνcnν = pnδnm. (57)

可以令其归一化，令 |fn⟩B = |χn⟩B/
√
pn，则有

|Ψ⟩AB =
∑
n

√
pn|ψn⟩A|fn⟩B. (58)

令

λn =
√
pn, n = 1, 2, · · · ,M. (59)

λn称为 Schmidt系数，而M称为 Schmidt数。
可以看到，通过这种变换可以得到一个对角阵，且M应当是 n的个数，即这个态

包含 A态非零分量的个数，利用分解后的态 |fn⟩B 此时其在 B态中的非零分量个数也
为M，我们对 Schmidt数进行简单论述。
显然，如果M = 1，则此时为直积态，而M > 1则为纠缠态。我们再对其密度矩

阵进行分析，有

ρAB = |ψ⟩ABAB⟨ψ| =
∑
nm

√
pnpm|ψn⟩A|fn⟩BB⟨fm|A⟨ψm|, (60)

而约化密度矩阵为
ρA = TrB(ρAB) =

∑
n

pn|ψn⟩AA⟨ψn|,

ρB = TrA(ρAB) =
∑
n

pn|fn⟩AA⟨fn|.
(61)

此时，其具有相同的非零对角元，说明二者的秩和迹相同。

可以看出，M的数量越大，此时两体系统纠缠的态越多，说明其在一定程度上可
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以衡量两体纠缠，而 Schmidt系数可以用于构造熵，即 Von Neumann熵。同时，利用
约化密度矩阵的非零对角元相同的性质，可以定义一个两体纠缠度 (纠缠熵)，即

S(ρA) = S(ρB) = −Tr(ρA log ρA) = −Tr(ρB log ρB) = −
M∑
n=1

λn logλn. (62)

其中 log 一般以 2为底，显然有直积态的纠缠熵为 0，而非直积态的纠缠熵均大于 1，
其可以衡量二者的纠缠程度。

对于 N体的纠缠，同样可以参考文献[2]，其不能再像两体进行 Schmidt分解。

5 量子信息论
先前，我们讨论了许多两体问题，并以 Schmidt分解给出了纠缠的衡量程度，接

着，我们讲述量子信息论。

5.1 冯诺依曼熵
与香农熵类似，密度矩阵的冯诺依曼熵 (Von Neumann熵)的定义是

S(ρ) = −Tr(ρ log ρ). (63)

根据矩阵求迹的性质，可以看出其在幺正变换 ρ→UρU−1 下保持不变，从而我们可以

利用幺正变换将密度矩阵对角化，即

ρ =
∑
i

pi |ψi⟩ ⟨ψi| . (64)

其中 |ψi⟩是正交归一的，并且 pi > 0，则显然

ρ log ρ =


p1 log p1

p2 log p2
p3 log p3

. . .

 . (65)

从而

S (ρ) = −
∑
i

pi log pi. (66)

与香农熵是一致的。
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很显然，冯诺依曼熵也是正的，即

S (ρ) ≥ 0. (67)

仅有纯态时其取 0，同时，我们也可以确定对 k维空间冯诺依曼熵的上界为

S (ρ) ≤ log k. (68)

是在 k个态等概率出现时所得到的，即

ρ =
1

k


1

1

1
. . .

 =
1

k
I. (69)

其中 I 为单位矩阵，在这种情况下，可以称系统处于最大混合状态。

对于一个两体纯态，可以对其进行施密特分解，从而得到子部分的密度算符分别

为
ρA =

∑
i

pi
∣∣ψi

A

〉 〈
ψi
A

∣∣ ,
ρB =

∑
i

pi
∣∣ψi

B

〉 〈
ψi
B

∣∣ . (70)

从而有

S(ρA) = −
∑
i

pi log(pi) = S(ρB), (71)

即两体纠缠系统的纯态，其子部分的冯诺依曼熵是相等的，正如式 (62)所示，从而其
可以衡量两体纠缠度。

根据之上的结论，如果 AB系统的维度一致，均为 k，则可知两体纠缠度的最大值
即为 log k，此时 pi = 1/k，从而 AB系统的态为

|Ψ⟩ = 1√
k

∑
i

|ψi
A⟩|ψi

B⟩. (72)

可以被称为最大纠缠态。
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5.2 凹性
冯•诺伊曼熵具有凹性，是一个凹函数。设有两个密度算符 ρ1, ρ2，构造 ρ(t) =

tρ1 + (1− t)ρ2，其中 0 ≤ t ≤ 1，要证明

d2

dt2
S(ρ(t)) ≤ 0. (73)

利用简单的求导以及一个积分公式 log ρ =
∫∞
0
ds

(
1

s+1
− 1

s+ρ(t)

)
可得

d2

dt2
S(ρ(t)) = −

∫ ∞

0

dsTr

(
ρ̇

1

s+ ρ(t)
ρ̇

1

s+ ρ(t)

)
. (74)

可以将取迹部分变为两个算符的乘积，即 Tr(A2)，其中 A = (s + ρ(t))−1/2ρ(t)(s +

ρ(t))−1/2，则显然其是正定的，即可得到式 (73)。
根据凹函数的性质，我们知道∑

i

piS(ρi) ≤ S(
∑
i

piρi), (75)

说明将多个密度矩阵混合会使得冯诺依曼熵增加，所增加的增量一般被称为 Holevo
信息，记为

χ = S(
∑
i

piρi)−
∑
i

piS(ρi). (76)

5.3 相对熵与互信息
相对熵的引入与经典基本一致，是表示实际的密度矩阵 ρ与我们预期的密度矩阵

σ的“距离”，即

S(ρ||σ) = Tr(ρ log ρ− ρ logσ), (77)

称为 σ与 ρ的量子相对熵，可以证明，其一定满足

S(ρ||σ) ≤ 0. (78)

仅当 ρ = σ时等号成立。具体的证明比较数学，可以参考文献[4]。

举一个简单的例子，考虑两体系统 AB，将其密度矩阵记为 ρAB，两体系的约化密

度矩阵分别为 ρA与 ρB，一般复合系统的态为混合态，因此

ρAB ̸= ρA ⊗ ρB. (79)
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但我们可以假设二者没有关联，即猜测

σAB = ρA ⊗ ρB. (80)

则量子相对熵为

S(ρAB||σAB) = TrAB(ρAB log ρAB − ρAB log ρA − ρAB log ρB)

= S(ρA) + S(ρB)− S(ρAB).
(81)

可见，其类似于经典中定义的互信息，可见其也是大于等于 0的，即

I(A;B) = S(ρA) + S(ρB)− S(ρAB) ≥ 0. (82)

上式也被称为熵的次可加性。但事实上，量子互信息也不再具有经典互信息的意义，

因此在此仅仅是与经典对应进行了引入。

熵还具有一种很强的单调性，具体证明可以参考[5]。例如对两体系统AB，假设有两
个密度算符 ρAB 与 σAB，记 A的约化密度矩阵分别为 ρA = TrBρAB 与 σA = TrBσAB，

则量子相对熵的单调性是指

S(ρAB||σAB) ≤ S(ρA||σA). (83)

即对一个系统的子部分求迹会导致相对熵降低。

对于一个三部分的量子系统 ABC，设密度算符为 ρABC，有约化密度算符 ρA =

TrABρABC，ρBC = TrAρABC，引入

σABC = ρA ⊗ ρABC . (84)

计算其与真实的系统的相对熵，有

S(ρABC ||σABC) = SA + SBC − SABC . (85)

若再分别对 C取迹，则有

S(ρAB||σAB) = S(ρAB||ρA ⊗ ρB) = SA + SB − SAB. (86)

利用单调性有

S(ρABC ||σABC) ≥ S(ρAB||σAB), (87)
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即

SAB + SBC ≥ SB + SABC . (88)

称为熵的强次可加性 (Strong Subadditivity)。
倘若我们再引入一个辅助系统 D，则应有 SAB = SCD，以及 SABC = SD，从而

SCD + SBC ≤ SB + SD. (89)

若引入条件熵 S(A|B) = SAB − SD，则有

S(C|D) + S(C|B) ≥ 0. (90)

则两个条件熵不能同时为负。实际上，条件熵是可以取负的，当 AB系统处于最大纠
缠态时 (纯态)，则 SAB = 0，但 SB 最大，显然条件熵是负的。

因此，C不可能同时与D和B处于最大纠缠态，这称为量子纠缠的单配性 (Monogamy
of Entanglement)。

6 一些应用以及数值求解
在本节，我们介绍一些量子系统的演化并进行一些数值求解，给出熵的变化。

6.1 主方程
在之前我们已经推出，一个封闭的系统，其密度矩阵随时间的演化满足

d

dt
ρ =

1

ih̄
[H, ρ]. (91)

即刘维尔方程，实际上，这也能通过 Kraus算符推出，因为封闭系统仅有一个非零的
Kraus算符，即时间演化算符。
对于一个开放量子系统，其有许多非零的 Kraus算符，此时系统演化用 Lindblad方

程描述

h̄
dρ

dt
= −i[H, ρ]− 1

2
(Γρ(t) + ρ(t)Γ) +

∑
m=1

Lmρ(t)L
†
m, (92)

其中 Lm称为 Lindblad算符，描述系统与环境的相互作用。具体推导可以参考[6]。

6.2 双量子比特耦合
首先，我们在封闭系统下利用刘维尔方程计算两体演化的纠缠熵。
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考虑量子光学中双量子比特 (二能级人工原子，量子计算的基本单元)之间相互作
用，在弱耦合区间内，利用 Jaynes-Cummings模型 (JC Model)，可以构造其哈密顿量
为

H = h̄ωaσaz +h̄ωbσbz +h̄g(σa+σb− + σb+σa−). (93)

其中 g为耦合强度，ω是与能级间距有关的参数，σ为 Pauli矩阵。将哈密顿量展开到
Ha ⊗Hb的本征空间，即

H =


ωa + ωb

ωa − ωb g

g −ωa + ωb

−ωa − ωb

 . (94)

考虑两个相同的量子比特，即 ωa = ωb，耦合对角元消除，代入刘维尔方程，可以得

到一个线性微分方程组，可以发现 |11⟩态与 |00⟩是不耦合的，因为其能量已经达到最
高或者最低，但 |01⟩与 |10⟩是耦合的。
代入求解微分方程组，并设初始态为 |01⟩，数值求解可以得到系统的演化过程如2所

示。

图 2: 双量子比特耦合随时间的演化过程

可以看出，两个量子比特在不断交换能量，我们计算了其纠缠熵，即

S = −
∑
i=1,2

pi log2 pi, (95)

其中 pi为某个态的取值概率，数值求解结果如3所示。
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图 3: 双量子比特耦合纠缠熵随时间的变化

可见，在系统态为两个本征态的叠加时，此时纠缠熵最大，也称为双模最大纠缠

态 (GHZ态)，在量子计算中有着较多的应用。
倘若我们可以在此时对系统进行测量，所测量的即为 GHZ态，但时间演化周期很

短，一个量子操作的时间可能远远超出其演化周期，因此这种制备方式的保真度较低，

只是一种理想状态下的制备方式，我们在此仅仅是为分析其纠缠熵。

6.3 热库演化
将一个系统与热库进行相互作用，会使得系统发生演化，我们具体计算热库情况

下的密度矩阵演化。

对于一个与玻色热库接触的单模光场，其密度矩阵的演化满足主方程[7]

d
dt
ρS(t) =− Γ

2
n̄ (ω0)

[
ss+ρS(t)− s+ρS(t)s

]
− Γ

2
[n̄ (ω0) + 1]

[
s+sρS(t)− sρS(t)s

+
]
+ H.c..

(96)

其中热库的平均光子数为:

n̄ (ω0) =
1

exp
(

h̄ω0

kBT

)
− 1

, (97)

Γ为系统与热库的耦合强度，对于单模光场，算符 s = a。

理论上，系统光子数是不受限的，但为更简单地显示结果，我们将光场限制在光

子数为 0与 1，即设系统维度为 2，代入产生湮灭算符的具体形式，可以进行数值求
解微分方程。

在不同的温度 (平均热光子数)下，设置初态为基态，其态的演化过程如4所示
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(a)平均热光子数为 0.1 (b)平均热光子数为 0.5

(c)平均热光子数为 1 (d)平均热光子数为 5

图 4: 不同温度下单模光场的态随时间的演化

平均热光子数即代表温度的高低，可以看出，温度越高时，其最终态会越趋近于

等概率分布在两个态，符合热力学的演化过程。

当温度为无穷时，由于系统有限，仅仅考虑正温度的情况，其最终会演化到等概

率分布在两个态上，这并不符合正常人的思维，因为人们总是认为其一定分布在能量

最高的态上，但实际上正温度系统是无法到达这种状态的，只有负温度系统才能出现

这种状态，具体可以参考[8]，我们在此专注于其熵变过程。

在初态，其是纯态 |0⟩，因此冯诺依曼熵 S = 0，而随系统与外界交换热量，其发

生不可逆过程，虽然系统并非封闭，但系统在不断吸热，根据热力学第二定律，熵在

逐渐增大，在平均热光子数为 0.1时，求解结果如5所示

图 5: 单模光场与热库接触的冯诺依曼熵随时间的变化
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实际上，无论平均热光子数取多少，其变化曲线形状一致，只是熵的最大值在不

断趋近于 1，并且趋近速度逐渐增大，这也是符合热力学的，因为温差越大，传热越
快，熵变显然也越快。

7 总结
在本文中，我们从经典信息论入手，介绍了自信息的概念，并引入了信息熵，在其

基础之上引入了联合熵、条件熵、互信息和相对熵。

接着，我们从一些量子力学的基础引入了纯态与混态对的概念，对纯态下的直积

态与纠缠态进行了介绍，并且通过波函数难以描述混态从而引入了密度矩阵，详细阐

述了其各种性质，以及纯态、混态以及约化密度矩阵的区别和各自意义，同时介绍了

两体 Schmidt分解，用于后面的两体系统阐述。
在经典信息论以及密度矩阵的基础上，接着我们引入了量子信息论，介绍了冯诺

依曼熵和其一些性质，并且阐述了相对熵的概念，介绍了相对熵的次可加性和强次可

加性。

最后，我们利用数值计算了两种量子系统随时间的演化过程。首先是双量子比特

相互作用的 JC模型，求解了其耦合态之间的相互传态，并计算了纠缠熵随时间的变
化过程，能够一定程度上实现双模最大纠缠态的制备。第二个是单模光场 (并且限制
系统最多有一个光子)与热库的相互作用，求解了其在不同平均热光子数下的态的演
化，利用热力学解释了这个过程，并且计算了冯诺依曼熵，阐述了其为何单调递增。

综上，本文从经典信息论入手，通过密度矩阵的量子体系描述方式引入了量子信

息论，并且进行了具体求解。调研充分、推导严谨并且进行了具体计算。
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附录

Γ = 1; (*耗散系数*)

n = 1; (*热库粒子数*)

(*定义算符和初始条件*)

a = {{0, 1}, {0, 0}};

adagger = ConjugateTranspose[a];
共轭转置

initialState = {{1, 0}, {0, 0}};

(*定义微分方程*)

eqn[t_] := {ρ'[t]  -Γ / 2 * n * (a.adagger.ρ[t] - adagger.ρ[t].a) -

共轭转置

Γ / 2 * (n + 1) * (adagger.a.ρ[t] - a.ρ[t].adagger) +

ConjugateTranspose[-Γ / 2 * n * (a.adagger.ρ[t] - adagger.ρ[t].a) -

Γ / 2 * (n + 1) * (adagger.a.ρ[t] - a.ρ[t].adagger)], ρ[0]  initialState};

(*求解方程*)

sol = NDSolve[eqn[t], ρ, {t, 0, 10}];

绘图 计算

数值求解微分方程组

ρt[t_] := ρ[t] /. sol〚1, 1〛;

(*绘图*)

Plot[Evaluate[{ρt[t]〚1, 1〛, ρt[t]〚2, 2〛}], {t, 0, 5},

AxesLabel  {"t"},
坐标轴标签

PlotRange 

绘制范围
Full,
全范围 绘图的图例

PlotLegends  {"ρ11", "ρ22"}]

绘图 计算 对数 对数
Plot[Evaluate[-ρt[t]〚1, 1〛 × Log[2, ρt[t]〚1, 1〛] - ρt[t]〚2, 2〛 × Log[2, ρt[t]〚2, 2〛]],

坐标轴标签 绘制范围 全范围 绘图的图例 熵
{t, 1, 5}, AxesLabel  {"t", "S"}, PlotRange  Full, PlotLegends  {"Entropy"}]
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图 6: 热库演化求解
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In[1]:= (*求解方程*)

eqns = {

虚数单位
I a1'[t]  1 a2[t],

虚数单位
I a2'[t]  1 a1[t]};

(*初始条件*)

initialConditions = {a1[0]  1, a2[0]  0};

(*求解*)

solution =

数值求解微分方程组
NDSolve[{eqns, initialConditions}, {a1[t], a2[t]}, {t, 0, 10}];

(*绘图*)

plot =

绘图
Plot[

计算
Evaluate[{

绝对值
Abs[a1[t]]^2,

绝对值
Abs[a2[t]]^2} /. solution], {t, 0, 10},

绘制范围
PlotRange 

全部
All,

绘图的图例
PlotLegends  {"|10>", "|01>"},

坐标轴标签
AxesLabel  {"t", "P"}]

entanglementEntropy =

-

绝对值
Abs[a1[t]]^2

对数
Log[2,

绝对值
Abs[a1[t]]^2] -

绝对值
Abs[a2[t]]^2

对数
Log[2,

绝对值
Abs[a2[t]]^2];

plot =

绘图
Plot[

计算
Evaluate[{entanglementEntropy} /. solution], {t, 0, 10},

绘制范围
PlotRange 

全部
All,

坐标轴标签
AxesLabel  {"t", "

熵
Entropy"},

绘图样式
PlotStyle 

红色
Red]
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图 7: 双量子比特耦合求解
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