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· 自信息

密度矩阵 量子信息论

信息是用来消除不确定性的东西，事件发生的概率越大，那么事件的信息量就越小。

自信息应当满足以下性质：

·连续性：信息𝐼随着𝑝的变化而连续变化；

·单调递减性：事件发生的概率越小，确定其发生的信息量越大；

·当 𝑝 → 0时，𝐼 → ∞。即确定不可能事件发生的信息量为无穷大；

·当 𝑝 → 1时，𝐼 → 0。即确定一定发生的事件信息量为0；

·独立随机事件的自信息之和等于各自信息的代数和。

满足以上要求的表达式

𝐼 𝑋 = 𝑥𝑖 = log
1

𝑝(𝑋 = 𝑥𝑖)
,

其中𝑋为随机变量，𝑥𝑖为其某个取值。 克劳德·艾尔伍德·香农
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· 联合自信息

密度矩阵 量子信息论

定义两个事件的联合自信息

𝐼 𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑖 = log
1

𝑝(𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑖)
.

若两事件独立，则

𝐼 𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑖 = log
1

𝑝(𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑖)

= log
1

𝑝 𝑋 = 𝑥𝑖 ⋅ 𝑝 𝑌 = 𝑦𝑖

= log
1

𝑝 𝑋 = 𝑥𝑖
+ log

1

𝑝(𝑌 = 𝑦𝑖)

= 𝐼 𝑋 = 𝑥𝑖 + 𝐼 𝑌 = 𝑦𝑖 .

满足第五条性质。
克劳德·艾尔伍德·香农



经典信息论 纯态与混态 数值实例

2024/11/25 6

· 信息熵(1)

密度矩阵 量子信息论

为量化一个随机变量的不确定性大小，引入信息熵的概念。

Shannon规定了其性质：

·熵是连续的：𝑓(𝑝1, 𝑝2, ⋯ , 𝑝𝑛)对于𝑝𝑖连续变化；

·熵在等概率时，为单调函数：即

𝐻 𝑁 = 𝑓
1

𝑁
,
1

𝑁
,⋯ ,

1

𝑁
.

若𝑀 > 𝑁，则𝐻 𝑀 > 𝐻 𝑁 。

·熵具有可加性(递推性)：即

𝑓 𝑝1, 𝑝2, ⋯ , 𝑝𝑛 = 𝑓 𝑝1 + 𝑝2 +⋯+ 𝑝𝑚, 𝑝𝑚+1, ⋯ , 𝑝𝑛 + 𝑝1 + 𝑝2 +⋯+ 𝑝𝑚 𝑓 𝑝1
′ , 𝑝2

′ , ⋯ , 𝑝𝑚
′ ,

其中𝑝𝑖
′ =

𝑝𝑖

𝑝1+𝑝2+⋯+𝑝𝑚
。

含义：独立观察𝑛个事件的不确定性等价于先对𝑚个事件合并观察的不确定性再加上𝑚个事件按概率出现时的

不确定性。
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· 信息熵(2)

密度矩阵 量子信息论

根据熵的性质，可以唯一地导出其表达式

𝐻 𝑋 = 𝐸 𝐼 𝑋 = 𝑥𝑖 =

𝑖=1

𝑛

𝑝 𝑋 = 𝑥𝑖 log
1

𝑝(𝑋 = 𝑥𝑖)
.

称为经典信息熵，一般以2为底。

· 一些例子

熵越大，不确定性越大，该随机变量包含的信息量越大。

·抛硬币𝑋：𝐻 𝑋 = 1

·投骰子𝑌：𝐻 𝑌 = log6

·一个人收到由1bit发出的一段信号，0的概率为𝑝，1的概率为(1 − 𝑝)，N足够大时，所有的排列组合数为

𝑁!

𝑝𝑁 ! 1−𝑝 𝑁 !
≈

𝑁!

𝑝𝑝𝑁 1−𝑝 1−𝑝 𝑁 = 2𝑁𝐻，其中单bit的信息熵𝐻 = −𝑝 log𝑝 − 1 − 𝑝 log(1 − 𝑝)。

意味需要1个、log6个和𝑁𝐻个bit编码表示事件发生的结果，即熵是平均意义上对随机变量的最小编码长度。
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· 联合熵与条件熵

密度矩阵 量子信息论

对服从联合分布的 𝑝(𝑥, 𝑦)的一对离散变量 (𝑋, 𝑌)，其联合熵为

𝐻(𝑋, 𝑌) =𝑝 𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑖 log
1

𝑝(𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑖)
.

如果𝑋与𝑌独立，应当有𝐻(𝑋, 𝑌) = 𝐻(𝑋) + 𝐻(𝑌)。

同时也可以定义一个随机变量在另一个随机变量给定时的条件熵，为

𝐻 𝑋 𝑌 = 𝑝 𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑖 log
1

𝑝 𝑋 = 𝑥𝑖 𝑌 = 𝑦𝑖
.

两者有着一定的联系：可以从条件信息 (condition information) 去考虑，条件熵𝐻(𝑋|𝑌)的意义是：在已知𝑌的

条件下，获得𝑋对于整体信息量的增加，即

𝐻(𝑋, 𝑌) = 𝐻(𝑋) + 𝐻(𝑌|𝑋) = 𝐻(𝑌) + 𝐻(𝑋|𝑌).

也可以称为链式法则 (chian rule of entropy)。

熵的文氏图
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· 互信息

密度矩阵 量子信息论

熵的文氏图

互信息 (mutual information) 是一个随机变量包含另一个随机变量程度的度量，为

𝐼(𝑋; 𝑌) = 𝐻(𝑋) + 𝐻(𝑌) − 𝐻(𝑋, 𝑌) = 𝐻(𝑋) − 𝐻(𝑋|𝑌) = 𝐻(𝑌) − 𝐻(𝑌|𝑋).

表示在已知 𝑌 条件发生的条件下，对 𝑋的结果了解的信息的增加程度。

一些性质：

·𝐼(𝑋; 𝑌) = 𝐼(𝑌; 𝑋)，即 𝑋 包含 𝑌 的信息与 𝑌包含 𝑋 的信息一致；

·若 𝑋 与 𝑌一一对应，如𝑌 = 2𝑋，则 𝐻(𝑋|𝑌) = 𝐻(𝑌|𝑋)，且𝐼(𝑋; 𝑌) = 𝐻(𝑋) = 𝐻(𝑌)；

·如果 𝑋 与 𝑌 独立，由熵的可加性可知，互信息 𝐼(𝑋; 𝑌) = 0。

根据定义式可以写出：

𝐼 𝑋; 𝑌 =

𝑥,𝑦

𝑝 𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑖 log
𝑝 𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑖
𝑝 𝑋 = 𝑥𝑖 𝑝 𝑌 = 𝑦𝑖

.
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· 相对熵(Kullback-Leibler散度)

密度矩阵 量子信息论

相对熵指的是不同的概率分布之间信息的差距。也可以说是两种概率分布之间的“距离”。

对于两个分布密度函数 𝑝(𝑥)与 𝑞(𝑥)，相对熵的定义为

𝐷(𝑝||𝑞) =

𝑥

𝑝 𝑋 = 𝑥 log
𝑝 𝑥

𝑞 𝑥
.

可以得到，相对熵满足

𝐻𝑝(𝑋) = 𝐻𝑢(𝑋) − 𝐷(𝑝||𝑢) = log |𝜒| − 𝐷(𝑝||𝑢).

其中 𝑢为均匀分布，𝜒为变量 𝑋 的分布范围。

上式可以简单地理解为，当我们对分布完全未知时，可以认为其是均匀分布，当我们知道分布后，即可利用

相对熵进行修正，其公式类似于“距离”的可加性，因此也可称其为两种分布之间的“距离”。

从而互信息可以表示为

𝐼 𝑋; 𝑌 =

𝑥,𝑦

𝑝 𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑖 log
𝑝 𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑖
𝑝 𝑋 = 𝑥𝑖 𝑝 𝑌 = 𝑦𝑖

= 𝐷(𝑝 𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑖 ||𝑝 𝑋 = 𝑥𝑖 𝑝 𝑌 = 𝑦𝑖 )

𝐻(𝑋, 𝑌) = 𝐻(𝑋) + 𝐻(𝑌) − 𝐷(𝑝 𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑖 ||𝑝 𝑋 = 𝑥𝑖 𝑝 𝑌 = 𝑦𝑖 )
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数值实例密度矩阵 量子信息论

· 纯态与混态

·纯态

纯态是指能用单一波函数描述的态，对于两体系统 A+B来说，即Hilbert空间ℋ𝐴 ⊗ℋ𝐵中的任意相干叠加态，即

Ψ 𝐴𝐵 =

𝑛𝑚

𝐶𝑛𝑚 Ψ𝑚 𝐴 ⊗ 𝜓𝑛 𝐵 ,

其中 Ψ𝑚 𝐴 ⊗ 𝜓𝑛 𝐵为正交归一的基矢，纯态一般可分为直积态(可分离态)与纠缠态(不可分离态)。

·混态

混态是若干个纯态 Ψ𝑖
𝐴𝐵

的非相干混合，各个纯态 Ψ𝑖
𝐴𝐵

之间的相位并不固定，因此并不存在相干叠加的干涉

问题，且态之间也未必一定要正交。

确切描述非相干混合的不同纯态的方法是利用纯态系综的概念：

{|𝜆𝑖⟩, 𝑝𝑖 , 𝑖 = 1, 2,· · · ,

𝑖

𝑝𝑖 = 1}.

即某个系综内态 𝜆𝑖 出现的概率为𝑝𝑖。
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数值实例密度矩阵 量子信息论

· 直积态与纠缠态

·对于两量子体系纯态

分别用Hilbert空间ℋ𝐴和ℋ𝐵中的矢量 𝜓 𝐴和 𝜙 𝐵描述，若 Ψ 𝐴𝐵可表示为二者的直积，即

Ψ 𝐴𝐵 = 𝜓 𝐴 ⊗ 𝜙 𝐵 ,

则称 Ψ 𝐴𝐵为直积态，否则称其为纠缠态。

·对于N 体量子系统的纯态

若 N 体量子体系的量子态可表示为

Ψ 𝐴𝐵𝐶··· = 𝜓 𝐴 ⊗ 𝜙 𝐵 ⊗ 𝜒 𝐶 ⊗· · · ,

其中

Ψ 𝐴𝐵𝐶··· ∈ ℋ𝐴𝐵𝐶···,ℋ𝐴𝐵𝐶··· = ℋ𝐴 ⊗ℋ𝐵 ⊗ℋ𝐶 ⊗· · · ,

𝜓 𝐴 ∈ ℋ𝐴, 𝜙 𝐵 ∈ ℋ𝐵 , 𝜒 𝐶 ∈ ℋ𝐶 ,· · · .

则称 Ψ 𝐴𝐵𝐶···为直积态，否则称为纠缠态。
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纯态与混态 数值实例密度矩阵 量子信息论

· 纯态的密度矩阵

对于Fock态，有投影算符 𝑛 𝑛 ，其可以将某个态|𝜓⟩投影到|𝑛⟩上，并得到其对应的相位与大小。

将上述概念进行推广，考虑在薛定谔绘景下，态矢随着时间演化，设量子态为 𝜓 𝑡 ，且其满足归一化条

件 ( 𝜓 𝑡 𝜓 𝑡 = 1)，则可定义其相应的密度算符 (Density Operator)

𝜌 𝑡 = 𝜓 𝑡 𝜓 𝑡 .

显然其满足

𝜌† = 𝜌, 𝜌2 = 𝜌.

采用Fock表象，其为离散的，可表示为矩阵形式，称为密度矩阵(Density Matrix)，其矩阵元为

𝜌𝑛𝑛
′ (𝑡) = ⟨𝑛 𝜌 𝑡 𝑛′⟩ = 𝑛 𝜓 𝑡 𝜓 𝑡 𝑛′ = 𝐶𝑛 𝑡 𝐶𝑛′

∗ (𝑡),

其中𝐶𝑛(𝑡) = 𝑛 𝜓 𝑡 描述态 𝜓 𝑡 在|𝑛⟩上的分量大小与相位。其对角元为

𝜌𝑛𝑛 𝑡 = 𝐶𝑛 𝑡 2 = 𝑛 𝜓 𝑡 2 ≥ 0,

描述的是测量粒子数算符 ො𝑛得到𝑛的概率，且满足

𝑇𝑟𝜌 =

𝑛

𝐶𝑛 𝑡 2 = 1.
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纯态与混态 数值实例密度矩阵 量子信息论

· 纯态的密度矩阵描述

密度矩阵是不同于态的一种描述体系的方法。

引入密度矩阵后，有

𝒪 = 𝜓 𝒪 𝜓 =

𝑛𝑛′

𝜓 𝑛 𝑛 𝒪 𝑛′ 𝑛′ 𝜓 =

𝑛𝑛′

𝐶𝑛
∗𝒪𝑛𝑛′𝐶𝑛′ =

𝑛𝑛′

𝜌𝑛′𝑛𝒪𝑛𝑛′

=

𝑛′

𝜌𝒪 𝑛′𝑛′ =

𝑛

𝒪𝜌 𝑛𝑛 = 𝑇𝑟 𝒪𝜌 = 𝑇𝑟 𝜌𝒪 .

密度矩阵是薛定谔表象下的一个含时算符，利用Schr ሷodinger方程

𝑑

𝑑𝑡
𝜌 𝑡 =

𝜕 𝜓 𝑡

𝜕𝑡
𝜓 𝑡 + 𝜓 𝑡

𝜕 𝜓 𝑡

𝜕𝑡
=
𝐻 𝜓 𝑡

𝑖ℏ
𝜓 𝑡 + 𝜓 𝑡

𝜓 𝑡 𝐻

𝑖ℏ
=

1

𝑖ℏ
𝐻, 𝜌 𝑡 .

称为刘维尔方程，即密度算符随时间的演化方程。
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纯态与混态 数值实例密度矩阵 量子信息论

· 混态的密度矩阵

混态并不能单纯的用某个态矢描述，因此难以得到体系的信息，密度矩阵在此即可以发挥重要的作用。
根据正规算符的谱分解，总可以有体系中正交完备的态矢为 𝜓𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3,· · ·)，此时需要用混态系综的概念去
描述，假设时间 𝑡时系统位于态 𝜓𝑖 的概率为 𝑝𝑖，有0 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 1,σ𝑖 𝑝𝑖 = 1，即一种纯态的混态统计表述。此时密
度算符可以定义为

𝜌 =

𝑖

𝑝𝑖 𝜓𝑖 𝜓𝑖 =

𝑖

𝑝𝑖𝜌𝑖 ,

其中𝜌𝑖 = 𝜓𝑖 𝜓𝑖 为与纯态|𝜓𝑖⟩对应的密度算符。可以证明，其此时仍然保持纯态密度算符的某些性质，即

1 𝜌† = 𝜌, 2 𝑇𝑟𝜌 =

𝑖

𝑝𝑖𝑇𝑟𝜌𝑖 =

𝑖

𝑝𝑖 = 1, 3
𝑑

𝑑𝑡
𝜌 =

𝑖

𝑝𝑖
𝑑𝜌𝑖
𝑑𝑡

=
1

𝑖ℏ


𝑖

𝑝𝑖 𝐻, 𝜌𝑖 =
1

𝑖ℏ
𝐻, 𝜌 .

(4) 𝒪 =

𝑖

𝑝𝑖 𝜓𝑖 𝒪 𝜓𝑖 =

𝑖

𝑝𝑖𝑇𝑟(𝜌𝑖𝒪) = 𝑇𝑟(

𝑖

𝑝𝑖𝜌𝑖𝒪) = 𝑇𝑟(𝜌𝒪).

但

𝜌2 =

𝑖

𝑝𝑖
2 𝜓𝑖 𝜓𝑖 ≤

𝑖

𝑝𝑖 𝜓𝑖 𝜓𝑖 = 𝜌 (𝑝𝑖
2 ≤ 𝑝𝑖).

不同于态的描述，密度矩阵对混态也有着基本与纯态一致的量子体系描述方式。
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纯态与混态 数值实例密度矩阵 量子信息论

· 混态的密度矩阵

混态密度算符

𝜌 =

𝑖

𝑝𝑖 𝜓𝑖 𝜓𝑖 =

𝑖

𝑝𝑖𝜌𝑖 ,

其中𝜌𝑖 = 𝜓𝑖 𝜓𝑖 为与纯态|𝜓𝑖⟩对应的密度算符。
简单讨论下Fock表象下的混态密度矩阵所代表的意义，此时有

𝜌𝑛𝑛′ =

𝑖

𝑝𝑖 𝑛 𝜓𝑖 𝜓𝑖 𝑛
′ =

𝑖

𝑝𝑖𝐶𝑖𝑛𝐶𝑖𝑛′
∗ .

其中𝐶𝑖𝑛 = 𝑛 𝜓𝑖 ，其对角元为

𝜌𝑛𝑛 =

𝑖

𝑝𝑖 𝐶𝑖𝑛
2 ≥ 0.

𝐶𝑖𝑛
2描述的是在纯态 𝜓𝑖 中算符 ො𝑛得到本征值𝑛的概率，而𝜌𝑛𝑛描述的即为在混态中测量到本征值𝑛的概率，可以

称其为混合态下的量子态|𝑛⟩的布居 (population)，即混合态下体系处于|𝑛⟩的概率。
对于非对角元 𝜌𝑛𝑛′，其描述的是|𝑛⟩与|𝑛′⟩的相干 (coherence)，若其为 0 则说明二者在此混态下并不相干。
倘若此时Fock表象的基矢即为之前所设的 |𝜓𝑖⟩，则此时𝜌即为对角矩阵，对角元𝜌𝑛𝑛 = 𝑝𝑛。
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纯态与混态 数值实例密度矩阵 量子信息论

· 约化密度矩阵(1)

对于一个两体复合体系 A+B，假设 𝜓𝑖 𝐴 ⊗ 𝜑𝑢 𝐵 = 𝜓𝑖 𝐴 𝜑𝑢 𝐵(直积)构成复合体系的一组完备基，称为非耦合

表象。复合体系的任何一个量子态可以表示为其线性组合，即

Ψ 𝐴𝐵 =

𝑖𝑢

𝑎𝑖𝑢 𝜓𝑖 𝐴 𝜑𝑢 𝐵 ,

其中 σ𝑖𝜇 𝑎𝑖𝜇
2
= 1。密度矩阵为

𝜌𝐴𝐵 = Ψ 𝐴𝐵𝐴𝐵 Ψ = 

𝑖𝑢𝑗𝜈

𝑎𝑗𝜈
∗ 𝑎𝑖𝑢 𝜓𝑖 𝐴 𝜑𝑢 𝐵𝐵 𝜑𝑣 𝐴 𝜓𝑖 .

为一个纯态密度矩阵。设𝒪𝐴为一个可观测量，且其仅仅对 A 系统产生依赖，则在复合体系下，算符可以表示为

𝒪 = 𝒪𝐴 ⊗ 𝐼𝐵 ,

其中𝐼𝐵为𝐵体系内的一个单位算符，作用于𝐵空间，在复合体系下，可以利用纯态密度矩阵计算𝒪的期望值，即

𝒪 = 𝑇𝑟𝐴𝐵(𝜌𝐴𝐵𝒪).
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· 约化密度矩阵(2)

带入𝜌𝐴𝐵 = Ψ 𝐴𝐵𝐴𝐵 Ψ = σ𝑖𝑢𝑗𝜈 𝑎𝑗𝜈
∗ 𝑎𝑖𝑢 𝜓𝑖 𝐴 𝜑𝑢 𝐵𝐵 𝜑𝑣 𝐴 𝜓𝑖 ，显然有

𝒪 = 𝐴𝐵 Ψ 𝒪𝐴 ⊗ 𝐼𝐵 Ψ =

𝑖𝑗𝜇

𝑎𝑗𝜇
∗ 𝑎𝑖𝜇𝐴 𝜓𝑗 𝒪𝐴 𝜓𝑖 𝐴

= 𝑇𝑟𝐴(𝜌𝐴𝒪𝐴).

其中

𝜌𝐴 =

𝑖𝑗𝜇

𝑎𝑖𝜇𝑎𝑗𝜇
∗ 𝜓𝑖 𝐴𝐴⟨𝜓𝑗| = 𝑇𝑟𝐵(𝜌𝐴𝐵).

称为约化密度矩阵 (reduced density matrix)，其有以下性质

(1)𝜌𝐴
† = 𝜌𝐴, (2)𝜌𝐴非负, (3)𝑇𝑟𝐴 𝜌𝐴 = 1, (4) 𝒪 = 𝑇𝑟𝐴(𝜌𝐴𝒪𝐴).

倘若 Ψ 𝐴𝐵 为一个直积态，此时子系中的描述也为纯态，则 𝜌𝐴
2 = 𝜌𝐴 成立；而更一般的来讲，对较大体系的纯态，

其一般是纠缠态，而子体系中的描述则对应混态，此时应当用混态密度矩阵进行描述。

从而我们也可以从约化密度矩阵的角度定义纯态中的直积态与纠缠态，对于一个 N 体复合体系，倘若

𝜌𝐴𝐵𝐶⋯ = 𝜌𝐴 ⊗𝜌𝐵 ⊗𝜌𝐶 · · ·,

则可称 Ψ 𝐴𝐵𝐶⋯为一个直积态，否则称为纠缠态。
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· 两体Schmidt分解

对于两体的纠缠特性，可以利用Schmidt分解进行研究，对于一个两体复合体系 A+B的任何一个纯态可以表示为

Ψ 𝐴𝐵 =

𝑛𝜈

𝑐𝑛𝜈 𝜓𝑛 𝐴 ⊗ 𝜑𝜈 𝐵 ,

可以利用局域幺正变换得到

Ψ 𝐴𝐵 =

𝑛

𝑝𝑛 𝜓𝑛 𝐴 𝑓𝑛 𝐵 ,

其中σ𝜈 𝑐𝑛𝜈
∗ 𝑐𝑛𝜈 = 𝑝𝑛，令𝜆𝑛 = 𝑝𝑛, 𝑛 = 1, 2,· · · , 𝑀。其中𝜆𝑛称为 Schmidt 系数，而𝑀称为Schmidt数。密度矩阵为

𝜌𝐴𝐵 = 𝜓 𝐴𝐵𝐴𝐵⟨𝜓| =

𝑛𝑚

𝑝𝑛𝑝𝑚 𝜓𝑛 𝐴 𝑓𝑛 𝐵𝐵 𝑓𝑚 𝐴 𝜓𝑚 ,

𝜌𝐴 = 𝑇𝑟𝐵 𝜌𝐴𝐵 =

𝑛

𝑝𝑛 𝜓𝑛 𝐴𝐴⟨𝜓𝑛|, 𝜌𝐵 = 𝑇𝑟𝐴 𝜌𝐴𝐵 =

𝑛

𝑝𝑛 𝑓𝑛 𝐴𝐴 𝑓𝑛 .

M的数量越大，此时两体系统纠缠的态越多，说明其在一定程度上可以衡量两体纠缠，而Schmidt系数可以用于
构造熵，即Von Neumann纠缠熵。利用约化密度矩阵非零对角元相同的性质，定义一个两体纠缠度(纠缠熵)，即

𝑆(𝜌𝐴) = 𝑆(𝜌𝐵) = −𝑇𝑟(𝜌𝐴log 𝜌𝐴) = −𝑇𝑟(𝜌𝐵log 𝜌𝐵) = −

𝑛=1

𝑀

𝜆𝑛log 𝜆𝑛 .
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why量子信息论

数值实例密度矩阵 量子信息论

1.经典信息熵->定域/可分辨的经典系统的热力学熵

2.热力学熵描述了经典系统在热力学极限下的行为，作为热力学特性函数描述了物质的全部性质

3.需要一个量子系统的熵来描述我们对一个量子系统的不可知(ignorance)程度/混乱(disorder)程度，从而描述

量子物态的热力学性质

4.此外，由于量子纠缠的存在，我们描述两个量子系统关联的程度，尤其是纠缠导致量子的关联的程度需要

一个度量

5.By the way 纠缠作为一种量子计算与通信的资源，从资源论的角度也需要度量(就像有用的功和无用的热一

样要区分量子的纠缠以及度量纠缠的大小)
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量子信息熵(how to define?)

数值实例密度矩阵 量子信息论

1.能够退化到经典信息熵

2.满足我们对经典信息熵的所有要求

3.不依赖于表示量子态的表象

4.在幺正演化下应是不变的(在经典里对应哈密顿

正则方程演化下不改变经典系统的熵)

纯态的信息熵？

(1)有概率分布，但不“真实”的概率，测量的

意义下的“概率”，本质上是分量。

(2)概率幅是表象依赖的

(3)选取恰当的测量basis可以直接得到确定状态

冯诺依曼熵

正规算子的谱分解
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其他的熵同理

数值实例密度矩阵 量子信息论

冯诺依曼熵

量子条件熵

量子互信息

Comment

冯诺依曼熵不是一个可以测量得到的量

量子相对熵

冯诺依曼熵代表一种最小不确定度

条件熵失去了经典信息论的含义

条件熵不是非负的

互信息为0时，两个系统可分

互信息度量了两个系统包括经典关联的所有关联

相对熵度量了两个密度矩阵的“距离”
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数值实例密度矩阵 量子信息论

冯诺依曼熵的不可测性

对于冯诺依曼熵

测量得到冯诺依曼熵的𝒑𝒏上必须在密度矩阵对角化的basis上进行测量

但你并不知道密度矩阵的对角化basis        长什么样，所以你也不知道该怎么施加测量。

Btw，你也没有办法通过测量得到一个密度矩阵的basis
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数值实例密度矩阵 量子信息论

von Neumann在1932年提出了观测熵(observable 

entropy)的概念：

即熵衡量了对系统的不可知(ignorance)程度，𝑝𝑚为观

测到M为本征值m的概率。

原先的冯诺依曼熵实际上是一种least uncertainty，可

以证明任意态的冯诺依曼熵都小于等于观测熵(纯态例)。

为观测熵定义线性映射算子：

其作用为在基𝑀𝑖上测量并将概率赋予到新密度矩阵的第i个对

角元上

可以由相对熵的定义证明：

由于相对熵的单调性(monotonicity)上式大于0

最小不确定度
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数值实例密度矩阵 量子信息论

观测熵的熵增定律

假设系统初态刚被创造出来是完全可知的(fully observable)

即使是幺正演化，演化后的观测熵：

由于取迹内的算子可交换顺序：

又因为系统关于 不是完全可知的，所以幺正演化后的熵非0。

更普适的证明见
Riera-Campeny, A., Sanpera, A., & Strasberg, P. (2021). Quantum systems correlated with a finite bath: 

nonequilibrium dynamics and thermodynamics. PRX Quantum, 2(1), 010340.

孤立系统的演化熵增，但幺正演化不改

变系统的冯诺依曼熵(trace内的算符可以

交换)
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数值实例密度矩阵 量子信息论

纠缠的度量

量子互信息

非纠缠态的互信息不为0，不是一个好的纠缠度量

好的纠缠度量应该是什么形式？

纠缠度应非负

在LOCC下纠缠度不能增加

对于可分态 纠缠度应当为0

纠缠度应当具有连续性



两体纯态纠缠熵

如果是混态？形成纠缠度(Eof)：

为什么叫做形成纠缠度：

它描述了我们可以用几个最大纠缠态(对于两体就是Bell state)和LOCC

来构造所需的态。

Wootters, W. K. (1998). Entanglement of formation of an arbitrary state of two qubits. Physical 

Review Letters, 80(10), 2245.
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数值实例密度矩阵 量子信息论

纠缠熵与形成纠缠度
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纯态与混态 数值实例密度矩阵 量子信息论

纠缠态的制备

构造哈密顿量：

在 空间的本征basis中表示

消除对角元

给定初始条件

量子态演化

纠缠熵演化
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纯态与混态 数值实例密度矩阵 量子信息论

系统的热化

开放系统演化满足主方程(master equation)，如果是

与玻色热库接触，演化满足：

热库的平均光子数为：

量子态演化

为系统与热库的耦合强度

初态

n=0.25

n=0.5

n=10
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