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摘 要：光与物质之间的相互作用的研究十分重要，而超强耦合中能出现许多不
同于传统相互作用新奇的现象。本文在讨论了光场量子化和 LC 谐振子的基础
上，理论推导了约瑟夫森效应，并利用约瑟夫森结与 SQUID构建了多种量子比
特，并在电荷量子比特的基础上构建了 transmon量子比特。接着，通过利用量
子比特与谐振腔的耦合，类比光与物质的相互作用，研究了超导量子电路中的
超强耦合的产生机制，并求解了弱耦合的 JC模型与超强耦合的 Rabi模型，仿
真求解了其动力学演化过程。最后，我们对制备贝尔态提出了一种单光子近似
的方法，并提出另一种可能的方法。
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1 课题背景及简介
量子计算作为一种革命性的计算模式，已经成为当前科学技术领域的热门研究方

向之一。随着超导量子电路的快速发展，而量子比特之间、量子比特与谐振腔之间的

超强耦合在其中扮演着重要角色，为实现高效可靠的量子计算提供了新的可能性。在

过去几十年里，超导量子计算得到了飞速发展。超导量子计算利用超导电路中的量子

比特作为信息存储和处理的基本单元，以其高度可控性和长时间相干性成为了实现大

规模量子计算的有力候选方案。

在我国，国家对于量子计算的重视程度不断提升。国家政策明确将量子信息科学

与技术列为战略性新兴产业，并将其纳入国家“十三五”规划和“十四五”规划。这

一系列政策措施为量子计算的发展提供了强有力的支持。国家对量子计算的支持不仅

体现在政策层面，还包括资金投入、人才培养等方面。这些举措为我国量子计算领域

的研究者提供了广阔的发展平台，并推动了相关科研成果的快速落地。在新一轮规划

中，国家对于量子计算的需求主要包括提高量子计算机性能、构建量子通信网络、开

展量子仿真与优化等方面。这些需求既是对当前量子计算研究的挑战，也是对我们持

续努力的动力。

光与物质之间的相互作用直观描述为一系列基本过程，其中光子被电荷分布吸

收、发射或散射，本质上取决于精细结构常数[1]。而人工原子由于其易调节性可以通

过与光场或谐振器耦合达到更高的耦合强度，超导量子电路即为一个实现更强耦合的

载体。

图 1: 自然原子和人工原子[2]

光与物质相互作用被分为四个耦合区间，其并非是完全分离的，因为模型需要比

较的参数是不同的，其分隔区间如2所示。

1



图 2: 光与物质相互作用的分隔区间[1]

超导量子电路是由超导的电容、电感、约瑟夫森结等构成的，在超低温下表现出

宏观量子效应[3]，国内外对超导量子电路的研究一直都是物理学中的热点，而对其超

强耦合的探究更是热点中的热点。面对国家科技战略需求和科技强国的规划，国内目

前的研究成果还远远没有达到国家的需求，研究之路道阻且长。

自从超强耦合体系被提出后，国内外对这个课题研究的人员在不断的增加。在过

去的二十年中，大量的科学家推动了这个领域的发展，在实验获得了越来越大的光-
物质耦合强度，使超强耦合体系在理论和实验上都进入了量子光学的前沿。Cristiano
Ciuti在 2005年预测，由于量子阱中平行子带之间的跃迁涉及大量电子，这种被命名
为超强耦合态的态可以在子带间极化激元中观察到[4]。2009年，Aji A. Anappara等人
在微腔嵌入的掺杂 GaAs 量子阱中首次在实验中观测到超强耦合态[5]。一年之后 Pol
Forn-Diaz等人在超导电路实验中实现了 USC，此时，实验对象并非是一个集体激励，
而是一个单一的两能级系统[6-7]。在 2016年，两个独立的实验实现了光-物质相互作用
强度的质的飞跃[8]，通过 Josephson结作为耦合单元，将理论边界推入非扰动超强耦
合域。2017年，Sal J. Bosman通过高阻抗微波谐振器首次实现了 transmon qubit的超
强耦合[9]，这将成为本文的讨论对象之一。同时，对人造原子与一维波导的电磁连续

体相耦合的探索也已经开始[10]。

本项目主要基于超导量子电路，讨论了超导量子比特的构建以及与谐振器的耦

合，并求解了超强耦合下的拉比模型以及动力学演化过程，从而对超导量子电路中的

超强耦合与新奇现象进行讨论分析，并尝试做出相应预测。详细来讲，我们通过利用

量子比特与谐振器的耦合相互作用，探索了超导量子电路中的超强耦合产生机制，并

通过求解 Jaynes-Cummings模型与 Rabi模型，对比分析了在传统光与物质相互作用中
未曾详细讨论的超强耦合所引起的新奇现象，实现了超强耦合区间下的 Bell态的制
备，并提出了另一种可行的方法。
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2 光场量子化

2.1 电磁场量子化
光的波粒二象性是上世纪初科学家们讨论的重要议题。狄拉克[11]将光的波和粒子

性质结合起来，使光场能够解释所有干涉现象。本节中，我们将从经典的电磁场出发，

将电磁场的每个模式与一个量子化的谐振子联系起来，将电磁场进行量子化。所谓电

磁场的量子化，就是把描述电磁场的物理量用算符表示，把电磁场的状态用态矢量或

密度算符表示。

在经典电动力学中，一个无源的电磁场可以用麦克斯韦方程组进行描述：

∇ · D = 0,

∇ · B = 0,

∇× E = −∂B
∂t
,

∇× H =
∂D
∂t
.

(1)

首先讨论谐振腔中的电磁场量子化，也就是电磁场的驻波解。考虑一维电磁场，

如图3所示，电磁场在长度为 L的谐振腔中传播，电场延 x方向偏振。

图 3: 一维电磁场
将 Ex用简正模展开，

Ex =
∑
l

Alql(t) sin(klz). (2)

其中 kl满足驻波条件

kl =
lπ

L
, l = 0, 1, 2, 3 · · · . (3)

ql为具有长度量纲的矢量，Al为待定常数。

将 Ex代入麦克斯韦方程组，得到 By 的表达式：

By =
1

c

∑
l

Al

ωl

pl(t)

ml

cos(klz), (4)
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其中 pl(t) = mlq̇l。计算得到经典电磁场的哈密顿量：

H =
1

2

∫
dv
(
ε0E

2
x +

1

µ
B2

y

)
=
∑
l

V ε0A
2
l

2mlωl

(
1

2
mlω

2
l q

2
l +

p2l
2ml

)
.

(5)

由于 Al是待定常数，我们令
V ε0A2

l

2mlωl
= 1，得到

H =
∑
l

(
1

2
mlω

2
l q

2
l +

p2l
2ml

)
. (6)

我们可以看出，上式将电磁场的哈密顿量表示为独立谐振子能量之和，因此场的

每一种模式在动力学上等价于一个谐振子。我们通过将 ql 和 pl 看作服从以下对易关

系的算符，就可以实现对电磁场的量子化：

[qj, pk] = ih̄δjk. (7)

引入湮灭算符 al和产生算符 a†l

al(t) = ale
−iωt =

√
1

2mlh̄ωl

[mlωlql(t) + ipl(t)] ,

a†l (t) = a†l e
−iωt =

√
1

2mlh̄ωl

[mlωlql(t)− ipl(t)] .

(8)

可以得到电磁场一维驻波的形式

Ex =
∑
l

√
h̄ωl

V ε0
sin(klz)

[
al(t) + a†l (t)

]
,

By =
i

c

∑
l

√
h̄ωl

V ε0
cos(klz)

[
al(t)− a†l (t)

]
.

(9)

哈密顿量为

H = h̄ωl

(
a†lal +

1

2

)
. (10)

接下来，我们考虑自由空间的电磁场，模的空间分布是连续的，能量分布也是连

续的。为了对行波进行量子化，我们一般需要引入一个过渡的边界条件，先对连续的
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模式近似成分立的模式求和，在将求和化为积分。这里直接给出结果

E = i
∑
k,σ

êσ

√
h̄ωk

2V ε0

[
ak,σ(t)e

−i(ωkt−k·r) − a†k,σ(t)e
−i(ωkt−k·r)

]
,

B = i
∑
k,σ

êk × êσ

√
h̄ωk

2V ε0c2

[
ak,σ(t)e

−i(ωkt−k·r) + a†k,σ(t)e
−i(ωkt−k·r)

]
.

(11)

2.2 光子数表象
在量子力学中，处理一般谐振子问题的时候，我们使用占有数表象，也称为粒子

数表象，在处理光子问题时，我们也称为光子数表象。设 |n ⟩为对应于能量本征值 En

的能量本征态，即

H |n ⟩ = h̄ωl

(
a†lal +

1

2

)
|n ⟩ = En |n ⟩ . (12)

En = (n+
1

2
)h̄v. (13)

图 4: 光子数表象中的能级
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将湮灭算符和产生算符作用在本征态上，可以得到

a | 0 ⟩ = 0,

a |n ⟩ =
√
n |n− 1 ⟩ ,

a† |n ⟩ =
√
n+ 1 |n+ 1 ⟩ .

(14)

再将产生算符作用在式 (14)第二等式的两边，可以得到

a†a |n ⟩ = n |n ⟩ . (15)

可以看出

n = a†a. (16)

则可以称 a†lal为粒子数算符。
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3 光与原子的相互作用
引入二能级原子的两个本征态，即基态（下能级态）|g⟩和激发态（上能级态）|e⟩，

并引入上跃算符 |σ+⟩、下跃算符 |σ−⟩、泡利算符 |σz⟩，由下式给出：

|σ+⟩ = |e⟩⟨g|,

|σ−⟩ = |g⟩⟨e|,

|σz⟩ = |e⟩⟨e| − |g⟩⟨g|.

(17)

其中，|σz⟩也称为原子布居差算符。
可以写出二能级原子在无相互作用情形下的哈密顿量：

H0 =
h̄ωe

2
|e⟩⟨e|+ h̄ωg

2
|g⟩⟨g| = 1

2
h̄ω0σz. (18)

并且利用先前推导出的量子光场中的电磁场：

E = i
∑
k,σ

eσ

√
h̄ωk

2V ϵ0
[ak,σe

ik·r − a†k,σe
−ik·r] =

∑
k,σ

eσE0 sin(k · r)(ak,σ − a†k,σ). (19)

代入二能级原子的哈密顿量，得

H =
1

2
h̄ω0σz +h̄ωa

†a+h̄g(σ+ + σ−)(a
† + a). (20)

其中，geg,σ = −
(

deg ·eσE0

h̄

)
sin(k · r)为耦合强度常数，令 deg = dge = µ，则

g = geg,σ = gge,σ = −
(
µ · eσE0

h̄

)
sin(k · r). (21)

观察式 (20)最后一项发现，σ+a表示原子吸收一个光子而从下能态跃迁到上能态；a†σ
表示原子从上能态跃迁到下能态而发出一个光子；a†σ+表示原子从下能态跃迁到上能

态的同时发出一个光子；σ−a表示原子从上能态跃迁到下能态的同时吸收一个光子。

实际物理过程中，只有能量相近的能级和状态之间的转化才是重要的，相应物理

量随时间变换较慢，探测器可以测量到其随时间变化的变化行为。相反，能量相差较

大的能级和状态之间的转化频率非常大，超过了探测器的响应时间，只能给出平均的

效果。

当耦合系数较小的时候，a†σ与 σ−a项为快速振荡项，可以采取旋转波近似，这
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样近似得到的模型称为 JC（Jaynes-Cummings）模型，而不作近似的模型称为 Rabi模
型。

在光与物质相互作用的领域，耦合系数一般较低，位于弱耦合或强耦合区域，而

想要达到超强耦合或深强耦合，需要构建人工原子与人工光场，超导量子电路就是一

种很好的载体。
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4 谐振器
为构造人工原子 (量子比特)，首先应当获取一个能级系统，在电路量子电动力学

(Circuit QED)中，一种十分经典的方式是利用 LC电路；而量子比特之间相互作用时
一般会与谐振器耦合，简单的 LC谐振器是十分经典的一种耦合方式，2D的谐振器能
够提供更多的模式，因此现在基本采用 2D谐振器进行耦合。因此为保证文章的连续
性，我们在此对谐振器进行一并讨论。

4.1 LC谐振器
对于 LC电路，由于在室温下，其此时的能量远远大于自身的本征能级差，因此

在电子学中使用时并不会对其引入量子化，可以认为其能量是连续的。

但在极低温的环境下，由于系统能量接近其基态能量，LC谐振器可以产生一个
十分优异的能级系统。LC谐振器的示意图如图5所示。

图 5: LC谐振电路

可以定义电感上的磁通 Φ，则此时电容两端电压差值满足 V = dΦ/dt，我们可以
很轻易地写出其拉氏量

L =
CΦ̇2

2
− Φ2

2L
, (22)

以及正则动量

pΦ =
∂L

∂Φ̇
= CΦ̇ = CV = Q. (23)

可知，Q和 Φ为一对正则变量，其泊松括号满足

{Φ, Q} = 1. (24)
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则利用量子化，即可得到其哈密顿以及对易关系为

Ĥ =
Φ̂2

2L
+
Q̂2

2C
,
[
Φ̂, Q̂

]
= ih̄. (25)

可以发现，其与经典谐振子十分相似，则定义产生湮灭算符

â† = 1√
2h̄Zr

(
Φ̂− iZrQ̂

)
,

â = 1√
2h̄Zr

(
Φ̂ + iZrQ̂

)
,

(26)

其中 Zr =
√
L/C 为特征阻抗，则可写出其在占有数表象下的哈密顿量

Ĥ = h̄ωr

(
â†â+

1

2

)
= h̄ωr

(
n̂+

1

2

)
. (27)

其中 ωr = 1/
√
LC 为其角频率，可见其能级也是等间距的，如图6所示。

图 6: LC谐振子能级分布

至此我们构造了一种能级结构，可以用于与量子比特进行耦合，但其还是不能作

为量子比特的，因为此时非常难进行精确调控，倘若我们对基态谐振子提供一个 h̄ωr

的能量，其不仅可以跃迁到 1态，并且可以继续吸收能量向较高的布居数态进行跃迁。
因此，必须引入非线性能级，从而将某些态分隔开来，从而构建我们想要的二能级系

统，一种十分典型的非线性元件即为约瑟夫森结，将在第三部分进行介绍。
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4.2 2D谐振器
量子器件工作时其频率量级一般在GHz，我们之前说过，量子谐振器有许多形式，

LC振荡器只是一种形式，在电路 QED中，实际上还有微波谐振器，我们在此讨论 2D
谐振器。

图 7: 共面波导谐振器[12]

如图7(a)所示，一个共面波导谐振器包括一个有限长度 d的共面波导，以及两侧

的无限大接地导体在一个衬底上构成。中心导体厚度为 t，宽度为 ω，两侧与厚度相同

的无限大接地导体之间的间距为 s，其横截面为图7(b)所示。通过调节这些参数，同
同轴电缆一样，共面波导可以将电磁场限制在中心导体和地面之间的一个小体积内，

并使得电磁场集中在中心导体与接地导体之间，减小其他方向的辐射。共面波导在微

波工程学中有着广泛的应用[13]。

与 LC振荡器一样，共面波导谐振器的电磁性质可用其特性阻抗 Z0 =
√
l0/c0,波

导中的光速 v0 = 1/
√
l0c0，其中 c0为单位长度接地电容，l0为单位长度电感。

谐振器是由共面波导通过在间隔为距离 d 的两个端点上施加零电流或零电压的

边界条件而形成的。零电流可以通过在中心导体上制造一个细小间隙形成的 (开放边
界)，而零电压可以通过接地来实现 (短路边界)。对于两端具有开放边界的谐振器，如
上图 (a)所示，其基频为 f0 = v0/2d，谐波 fm = (m+ 1)f0，称为 λ/2谐振器。对于一

段开放一端短路的谐振器，其基频为 f0 = v0/4d，称为 λ/4谐振器。

11



事实上，谐振器的多模态也起着重要作用，我们考虑利用标准方法对其利用经典

描述进行量子化。

对于在电路 QED中相关的小信号，共面波导谐振器可以用线性、无色散的一维
介质来建模。其电报机模型如图8所示。

图 8: 电报机模型[12]

可以很形象地想象出，中心导体的电感可以用一系列电感元件串联表示，而对地

的电容可以用平行的组合表示。利用磁通写出其能量，每个电容为 Ecn = Q2
n/2C0，而

电感 ELn = (Φn+1 − Φn)
2 /2L0，其中 Φn 为第 n个结点的磁通，而 Qn 为该结点对应

的共轭变量。

利用标准方法可以得到其经典的哈密顿量为

H =
N−1∑
n=0

[
Q2

n

2C0

+
(Φn+1 − Φn)

2

2L0

]
. (28)

而导体是连续的，因此我们考虑用连续极限的方式对其进行操作，单位间隔 δx → 0，

则可以轻易地知道 C0 = c0δx和 L0 = l0δx，并且定义连续的磁通 Φ (xn) = Φn和电荷

密度 Q (xn) = Qn/δx，则考虑将求和转变为积分，可得

H =

∫ d

0

dx

{
1

2c0
Q(x)2 +

1

2l0
[∂xΦ(x)]

2

}
. (29)

其中利用了 ∂xΦ (xn) = limδx→0 (Φn+1 − Φn) /δx，而电荷 Q(x, t) = c0∂tΦ(x, t)为广义

通量 Φ(x, t) =
∫ t

−∞ dt′V (x, t′)的正则动量，其中 V (x, t′)是中心导体上的接地电压。

利用正则方程,可以简单地推出其运动方程即为波动方程

v20
∂2Φ(x, t)

∂x2
− ∂2Φ(x, t)

∂t2
= 0, (30)

其中 v0 = 1/
√
l0c0为导体中的光速。可以利用分离变量的形式简单解出

Φ(x, t) =
∞∑

m=0

um(x)Φm(t). (31)

对于某个单模，有 Φ̈m = −ω2
mΦm和 um = Am cos (kmx+ φm)，其中 φm以及 km利用

12



边界条件确定。

利用模态的正交归一性，我们可以通过单模分解的方式写出其哈密顿量

H =
∞∑

m=0

[
Q2

m

2Cr
+

1

2
Crω

2
mΦ

2
m

]
. (32)

其中 Cr = dc0为总电容，而 Qm = CrΦ̇m为 Φm的共轭电荷量。可以轻易地看出，哈

密顿为独立谐振子的能量和。因此我们同样利用之前的量子化方式，可以轻易地写出

â†m =
1√
2h̄Zm

(
Φ̂m − iZmQ̂m

)
,

âm =
1√
2h̄Zm

(
Φ̂m + iZmQ̂m

)
,

(33)

其中 Zm =
√
Lm/Cr为模态m的特征阻抗，而 L−1

m ≡ Crω
2
m。即可写出简洁的哈密顿

形式

Ĥ =
∞∑

m=0

h̄ωmâ
†
mâm. (34)

对于 λ/2谐振器，ωm = (m+ 1)ω0为模态频率，而 ω0/2π = v0/2d为基模频率。

通过将约瑟夫森结直接接入谐振器的中心导体，即可使得谐振器呈现非线性变

化。并且将量子比特连接在中央导体与接地导体之间可以实现两者的相互作用，我们

将在第 6部分进行介绍。
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5 约瑟夫森结

5.1 约瑟夫森效应
超导量子电路的最基本的元件是约瑟夫森结，其超导性使得构成的电路 Qubit不

包含电阻，从而不会使得振荡衰减,其是实现人造原子的最基本的材料[2]。

图 9: 约瑟夫森结

如图9所示，约瑟夫森结是由两个超导体中间夹一个绝缘薄层所形成的类似的三
明治结构，绝缘层起着势垒的作用。由于绝缘层较薄，所以两侧的超导体形成了弱耦

合，其会产生一些特性:
(1)直流约瑟夫森效应:
当外电压为 0时，S-I-S结内会一直存在由库伯对遂穿形成的无阻超导电流

Is = Ic sin(ϕ). (35)

其中 ϕ = ϕ2 − ϕ1为两端相位差，Ic称为临界电流，与约瑟夫森结的具体参数有关。

(2)交流约瑟夫森效应:
两端加偏置电压 V后，库伯对遂穿形成的超导电流会变成交流的超导电流，此时

由
∂ϕ

∂t
=

2eV

h̄
, (36)

可知相位差频率满足

ω =
2eV

h̄
=

2πV

Φ0

, (37)

其中 Φ0 =
h
2e
为磁通量子，则超导电流满足

Is(t) = Ic sin (ωt+ ϕ0) = Ic sin(ϕ). (38)
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此时约瑟夫森结具有等效电感

LJ =
V

İ
=

Φ0

2πIc cos(ϕ)
. (39)

可见其等效电感通过 cos(ϕ)被电压和电流所控制，为非线性电感，在 LC电路中用其
代替电感即可获得非等间距能级。利用上式即可得出约瑟夫森结所携带的能量为

E =

∫
IV dt =

Φ0

2π

∫
I
dϕ

dt
dt =

IcΦ0

2π

∫
sin(ϕ)dϕ = EJ [1− cos(ϕ)]. (40)

也可写成 E = −EJ cos(ϕ),其与上式等价。其中 EJ = IcΦ0

2π
称为约瑟夫森结能量,经常

作为约瑟夫森器件中的能量尺度。

5.2 理论推导
我们利用超导理论以及一些技巧简单地导出约瑟夫森效应。

超导体可以用一个波函数 Ψ(r⃗, t)描述，其演化规律与薛定谔方程形式相似，由

Fritz London引入[14]。

假设有大量库伯对 (Cooper pair)同时处于基态时，将系统用宏观波函数 Ψ(r⃗, t)描

述，宏观波函数归一化为
∫
Ψ∗Ψd3r⃗ = NS，NS 为库伯对总数，并有

|Ψ(r⃗, t)|2 = n(r⃗, t), (41)

其中 n(r⃗, t)为 Cooper pair密度 (即单位体积内 Cooper pair的数量)。因此可设

Ψ(r⃗, t) =
√
n(r⃗, t)eiθ(r⃗,t), (42)

其中 θ = θ(r⃗, t)为相位分布。Ψ(r⃗, t)演化满足

ih̄∂tΨ(r⃗, t) =
1

2m
(−ih̄∇ +qA⃗(r⃗, t)

)2
Ψ(r⃗, t) + qϕ(r⃗, t)Ψ(r⃗, t) + V (r⃗, t)Ψ(r⃗, t). (43)

其中m = 2me为库伯对质量，q = −2e为库伯对电量，ϕ(r⃗, t)为电势分布，A⃗(r⃗, t)为

矢势分布，V (r⃗, t)为非电磁势能分布。而 p̂ = −ih̄∇+ qA⃗为带电粒子的机械动量，可

知其和薛定谔方程形式完全相同。
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并且可以得出超导体内部电流密度表达式:

−→
JS(r⃗, t) = −neh̄

me

∇θ(r⃗, t)− 2ne2

me

A⃗(r⃗, t)

= −2ne2

me

[
h̄

2e
∇θ(r⃗, t) + A⃗(r⃗, t)

]
.

(44)

接下来在已有的假设以及结论下推导约瑟夫森效应。首先假设约瑟夫森结具有柱

状对称性，从而简化其为一维模型，可以将绝缘体视为一个分布在 (−a, a)的有限大
势垒，从而利用有限深方势阱的模型，进行求解。

图 10: 有限深方势阱模型

在无外加磁场下，对方程 (43)进行分离变量，Ψ(x, t) = ψ(x)e−i
ε0
h̄

t，可得

ε0ψ(x) = − h̄2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ V (x)ψ(x). (45)

其中由 ε0 =
me

2ne2
J2
0

2n
。在势垒范围内有

− h̄2

2m

d2ψ

dx2
= (ε0 − V0)ψ. (46)

设方程通解形式为

ψ(x) = C1 cosh(x/b) + C2 sinh(x/b), (47)

其中 b =
√

h̄2

2m(V0−ε0)
。在 V0 > ε0 的情况下，将没有经典电流通过约瑟夫森结，只有

超流。由于两侧为超导体，可知其波函数边界条件为

Ψ(−a, t) =
√
n1e

iθ1 ,

Ψ(a, t) =
√
n2e

iθ2 .
(48)

16



将边界条件代入通解，可得

C1 =

√
n2e

iθ2 +
√
n1e

iθ1

2 cosh(a/b)
,

C2 =

√
n2e

iθ2 −√
n1e

iθ1

2 sinh(a/b)
.

(49)

利用量子力学中的几率流密度以及经过一些简单的运算[15]，可以求出绝缘体内的超流

大小:
−→
JS =

−→
JC sin (θ1 − θ2) . (50)

其中
−→
JC =

eh̄
√
n1n2

meb sinh(2a/b) x̂为临界电流密度。但上式并不满足规范不变性，故我们考虑加

入电磁场后对其进行修正。

考虑规范变换
−→
A′ =

−→
A + ∇ξ, ϕ′ = ϕ − ∂ξ

∂t
，由于

−→
JS 应为规范不变量，根据 (44)

式 θ 应满足相应规范变换 θ′ = θ − 2e
h̄
ξ 。则式 (50) 需要被修改来满足规范不变。设

−→
JS =

−→
JC sinφ，其中 φ(r⃗, t)满足规范不变。设其修改后形式为 φ = θ1 − θ2 + f(r⃗, t)，

则

φ′ = φ = θ1 − θ2 + f = θ′1 − θ′2 +
2e

h̄
(ξ1 − ξ2) + f

= θ′1 − θ′2 +
2e

h̄

∫
1→2

∇ξ · d⃗l + f

= θ′1 − θ′2 + f ′.

(51)

可以求得修正项 f 的表达式应为

f(r⃗, t) = −2e

h̄

∫
1→2

A⃗(r⃗, t) · d⃗l. (52)

因此规范不变相位的表达式应为

φ(r⃗, t) = θ1(r⃗, t)− θ2(r⃗, t)−
2e

h̄

∫
1→2

A⃗ · d⃗l. (53)

修正后的约瑟夫森电流关系为
−→
JS =

−→
JC sinφ. (54)

对式 (44)进行求导，并代入波函数随时间演化的系数关系可得

∂θ(r⃗, t)

∂t
= −1

h̄

(
me

2ne2
J2
S(r⃗, t)

2n
− 2eϕ(r⃗, t)

)
. (55)
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并且对修正后的相位进行时间偏导，带入上式可得

∂φ

∂t
=

2πV

Φ0

. (56)

即我们之前说的交流约瑟夫森效应。至此，我们推导了约瑟夫森结这种非线性元件的

V-I关系。

5.3 等效电路
在 3.1部分中可以看到，一方面由于约瑟夫森结具有一个等效的非线性电感，可

以视为一个非线性的振子；另一方面，约瑟夫森结的“三明治结构”也会导致其自身

存在一个等效电容 CJ，再考虑上结的结电阻耗散的情况下，我们可以将约瑟夫森节

等效为一个非线性可变电感 LJ 与一个固定电容 CJ、固定电阻 R(可忽略)的并联，如
图11所示。

图 11: 约瑟夫森结等效模型[16]

由此可知，在忽略电阻的情况下，根据基尔霍夫电流定律，电路的总电流 I 可以

写为

I = Is + CJ V̇ = Ic sinϕ+ CJΦ̈, (57)

其中相位差 ϕ与总磁通量 Φ的关系满足 ϕ = 2π Φ
Φ0
。接着我们类比拉格朗日力学的逻

辑分析，分别写出这个电路动能项与势能项，最后得到它的哈密顿量。

约瑟夫森结的动能项是由结电容的静电能构成

K
(
ϕ̇
)
=

(
h̄

2e

)2
CJ ϕ̇

2

2
. (58)

通过约瑟夫森结非线性电感的电流提供了势能项，在我们外加恒定直流偏置的情况

下，可以得到它的势能曲线大致如图12所示。

U (ϕ) = EJ (1− cosϕ)− h̄

2e
Iϕ. (59)
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图 12: 约瑟夫森结势能曲线

这样，我们便可以通过动能与势能之差得到拉格朗日量（以相位差 ϕ 为广义坐

标）

L
(
ϕ, ϕ̇

)
=
h̄2ϕ̇2CJ

8e2
− EJ (1− cosϕ) +

h̄

2e
Iϕ. (60)

接着，我们对上面的方程进行量子力学的推广[17]，并且引入库伯对数量算符 n，

满足 n = q
2e
，正则动量可写为

p =
∂L

∂ϕ̇
=

(
h̄

2e

)2

CJ ϕ̇ =
h̄CV

2e
=
h̄q

2e
= nh̄, (61)

则哈密顿量可以由下式得到

H (p, ϕ) = pϕ̇− L =
2e2

CJh̄
2p

2 + EJ (1− cosϕ) +
h̄

2e
Iϕ. (62)

类似地我们可以得到系统中一些物理量的算符对应：

p̂ = −ih̄ ∂
∂ϕ
, q̂ = −2ei

∂

∂ϕ
, n̂ = −i ∂

∂ϕ
. (63)

相应的也有对易关系 [
ϕ̂i, p̂i

]
= ih̄, (64)

利用库伯对数量算符即可写成 [
ϕ̂i, n̂i

]
= i. (65)

至此，我们得到了约瑟夫森结的哈密顿量以及量子体系下的各种算符，便于后面构造

电路使用。
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6 超导量子干涉仪
超导量子干涉仪 (Superconducting Quantum Interference Device, SQUID)是一种十

分典型的量子器件，直流 SQUID(dc-SQUID)为一个等效约瑟夫森结，而射频 SQUID(rf-
SQUID)为一个简单的磁通量子比特，在此我们先引入两种 SQUID，便于量子比特的
设计。

6.1 直流 SQUID

在一个约瑟夫森节构成的系统中，它的拉格朗日量（哈密顿量）中的参数只有约

瑟夫森结电容 CJ 与约瑟夫森结能量 EJ，当这两个参数确定下来后，系统的哈密顿量

便是完全确定的。如图，我们可以构建直流超导量子干涉环路，在理论上人为构造一

个各个参数可调的约瑟夫森结。

图 13: 直流 SQUID电路模型[18]

可以看出与单个电流偏置相比，这里新的物理特征是在于双结的有效约瑟夫森能

量对穿过 SQUID环路的磁通量具有一定的依赖性。
具体来说，考虑电路中磁通量所设的方向，电路中总的磁通量应有如下关系−Φ1+

Φ2 + ΦL + Φext = 0.而对于一个小的 dc-SQUID电路自感 L通常可以舍去，因此可以
取 ΦL ≈ 0，可以得到该电路的等效拉格朗日量为

L =
1

2
CJ,2Φ̇2

1 +
1

2
CJ,1Φ̇2

1 + EJ,1cosΦ1 + EJ,2cosΦ2 +
1

2

1

L
Φ2

L

≈ 1

2
CJ,2Φ̇2

1 +
1

2
CJ,1Φ̇2

1 + EJ,1cosΦ1 + EJ,2cosΦ2.
(66)

为了将电路总磁通量的约束以另一种更直观的形式体现出来，我们做以下的变量

替换

Φ1 = Φ+
1

2
Φext,

Φ2 = Φ− 1

2
Φext.

(67)
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变量替换后，拉格朗日量可以写为

L =
1

2
(CJ,1 + CJ,2)

(
Φ̇
)2

+
1

2
(CJ,1 − CJ,2) Φ̇Φ̇ext

+
1

8
(CJ,1 + CJ,2)

(
˙Φext

)2
+ EJ (Φext) cos (

2πΦ

Φ0

− φ).
(68)

其中

EJ (Φext) =

√
(EJ,1)

2 + (EJ,2)
2 + 2EJ,1EJ,2 cos (2πΦext/Φ0),

φ = arctan
(

tan (πΦext/Φ0)
EJ,2 − EJ,1

EJ,2 + EJ,1

)
.

(69)

一般情况下，若我们考虑两个并联的约瑟夫森结是对称的情况（EJ,1 = EJ,2, CJ,1 =

CJ,2），则 φ消失，该电路的等效 EJ 可以表示为：

EJ (Φext) =
√
2E2

J + 2E2
J cos (2πΦext/Φ0). (70)

则对称的 dc-SQUID 的有效约瑟夫森能量作为外加磁通量 Φext 的函数图像如图14所
示，其拉格朗日量可以简化为

L =
1

2
C
(
Φ̇
)2

+ EJ (Φext) cos (2πΦ/Φ0). (71)

可以看到，利用 dc-SQUID我们实现了约瑟夫森结能量参数EJ 的可调节性，其具

体函数关系如上式EJ(Φext)所示，实验中我们只需调节对电路施加的磁通量Φext便可

以对该约瑟夫森结系统的各项参数进行统一调节，故很多时候我们经常以 dc-SQUID
替换约瑟夫森结以获得更易调控的电路系统。

图 14: 对称 dc-SQUID的有效约瑟夫森结能量与外加磁通的关系曲线
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6.2 射频 SQUID

射频 SQUID也是一个重要的超导回路，其是由一个插入超导回路的约瑟夫森结
构成的，如图15所示。

图 15: 射频超导量子干涉仪[16]

该电路引入了约瑟夫森结的磁通偏置，为描述电路，我们引入与电感 L相关的电
流

IL =
h̄

2eL
(ϕ− ϕe) , ϕe =

2e

h̄
Φe. (72)

其中 Φe是穿过 SQUID外部的磁通，我们可以利用基尔霍夫定理写出

h̄

2e
Cϕ̈+

h̄

2eR
ϕ̇+ Ic sinϕ+

h̄

2eL
(ϕ− ϕe) = 0. (73)

在没有耗散的情况下，其拉格朗日量为

L
(
ϕ, ϕ̇

)
=
h̄2ϕ̇2

4EC

− EJ (1− cosϕ)− EL
(ϕ− ϕe)

2

2
. (74)

对于磁通量子数为整数或 ϕe = 2nπ的偏置，势能在 ϕ = ϕe 处有一个绝对极小值，如

图16实线；对于磁通量子数为半整数的偏置，势能有两个简并极小值，如图16虚线。

图 16: rf-SQUID势能图[16]

事实上。利用其半整数偏置即可构造出一个简单地磁通量子比特，将会在后面论

述到。
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7 超导量子比特
超导量子比特是量子计算中的重要组成部分，其基本原理是利用超导体的量子效

应来实现量子比特的储存、演化和测量。目前，约瑟夫森结是实现超导量子比特的主

要方法之一。前文所述的约瑟夫森结的电学性质随温度降低呈现出明显的量子行为，

通过控制约瑟夫森结的大小和电流，可以实现对量子比特的操控和读取。

正如我们之前所述，约瑟夫森结以及其包含的电路可以利用结的相位 ϕ 以及

库伯对数量 n 来表述的，其满足正则对易关系
[
ϕ̂, n̂

]
= i，则其也满足不确定关系

∆ϕ∆n ≥ 1。若此时电荷能量远大于结的能量时 (EC ≫ EJ)，我们称约瑟夫森结工作

于电荷区，此时电荷数是准确的，库伯对数量为好量子数，且结的相位差波动很大；

若约瑟夫森结的能量占据主导地位 (EJ ≫ EC)，我们称其工作在相位区，则此时结的

相位差是准确的，磁通量子是好量子数；在中间状态下 (EJ EC)，电荷与相位有着同

样的重要性。

超导量子比特有着三种基本类型，其量子态的物理性质不同，分别为电荷量子比

特 (Charge Qubit)、磁通量子比特 (Flux Qubit)、相位量子比特 (Phase Qubit)。电荷量子
比特由通过约瑟夫森结连接到超导电极的超导岛组成，在电荷区下工作，电路的量子

态是岛上的离散电荷数。磁通量子比特是一个超导环路，由约瑟夫森结中断，磁通量

在其中被量化。它是在相位区下工作的，因此交叉点上的相位是明确的。相位量子比

特也在相位区下操作的。它由一个电流偏置的约瑟夫森结组成，该结具有对应于其约

瑟夫森结上不同相位状态的量子态。

实际上，还有其他类型的量子比特电路，其对上述基本类型进行了优化，能够减

小退相干引起的对噪声的耦合，比如 quantronium和 transmon qubits。接下来我们对典
型的量子比特进行详细推导。

7.1 电荷量子比特
电荷量子位由超导岛（库伯对盒）组成，该岛通过约瑟夫森结耦合到超导电极，

并且通过电容耦合到控制超导岛电荷能量的偏置栅极。其中岛的充电能量 EC 占据主

导，EC ≫ EJ，并且量子态对应于岛上库伯对的数量。其结构如图17所示

图 17: 电荷量子比特结构示意图[18]
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我们可以写出其系统拉格朗日量

L =
1

2
CJ

(
Φ̇
)2

+
1

2
Cg

(
Φ̇− Vg

)2
+ EJ cos(2π

Φ

Φ0

). (75)

其中磁通 Φ = Φ0ϕ/2π，正则动量为

p = CJΦ̇ + Cg(Φ̇− Vg). (76)

则可得其哈密顿量为：

H =
1

2CΣ

(p− CgVg)
2 − EJ cos

(
2π

Φ

Φ0

)
. (77)

其中 CΣ = CJ +Cg。我们可以利用库伯对数量算符描述这个体系，结合 p = 2en可以

写出

H =
4e2

2CΣ

(n− ng)
2 − EJ cos

(
2π

Φ

Φ0

)
. (78)

其中 ng = CgVg/2e，并且我们可以利用产生湮灭算符可以得出

e±iϕ| n⟩ = | n± 1⟩ . (79)

则我们可以将哈密顿量利用库伯对算符写为

H =
∑
n

EC (n− ng)
2 |n⟩ ⟨n | − 1

2
EJ(|n+ 1⟩ ⟨n | − |n− 1⟩ ⟨n |). (80)

其中 EC = 4e2/2CΣ。

而电荷能量为 EC (n− ng)
2随着 ng二次变化，故对于固定数量的库伯对，电荷能

量与 ng 为以 N为中心的抛物线，正如图18的虚线所示。

图 18: 电荷能量随着 ng 与 n的变化[19]
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如果 ng接近于N，则此时电荷能量较小，且状态 | N⟩为基态，当其不断充电，ng

大于 N + 1/2后，一对库伯对通过约瑟夫森结发生隧穿，进入超导岛，状态 | N + 1⟩
变为基态。

则考虑简并点 ng = 1/2附近，此时超导电路满足 EC ≫ EJ，约瑟夫森结的能量

EJ 相当于扰动，此时约瑟夫森结工作在电荷区附近，较弱的约瑟夫森结耦合了两个

态，修改了本征能级，正如上图实线所示。此时最低的两个能级能量接近，其之间的

能量差远小于第三个能级与他们的能量差，即此时可以很好地将最低的两个能态与其

余能态区分，从而利用这两个能态构成二能级系统，此时有

H = EC (ng)
2 |0⟩ ⟨0 |+ EC (1− ng)

2 |1⟩ ⟨1 | − 1

2
EJ(|1⟩ ⟨0 | − |0⟩ ⟨1 |). (81)

我们可以利用泡利矩阵简单地写出哈密顿量的形式，取 | 0⟩ = (1, 0)T �| 1⟩ = (0, 1)T 则

H = −1

2
EC (1− 2ng) σz −

1

2
EJσx. (82)

其中 σx =

(
0 1

1 0

)
，σz =

(
1 0

0 −1

)
为泡利矩阵。

由于 SQUID具有可协调约瑟夫森能量 EJ = EJ (Φext)，我们可以将其对约瑟夫森

结替换，电路如图19所示

图 19: 用 SQUID替换后的 Charge Qubit[18]

则此时哈密顿量为：

H = −1

2
EC (1− 2ng) σz −

1

2
EJ (Φext) σx. (83)

其中对于对称的 SQUID有

EJ (Φext) = EJ

√
2 + 2 cos(2πΦext/Φ0), (84)
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是外加磁通的函数，这样可以形成可调电路，更便于对电路进行操作。

7.2 Transmon量子比特
因为超导量子比特对来自内在与外在的退相干因素很敏感，所以它的相干时间不

长。外在退相干因素，比如局部电磁场环境，可以通过合理的设计超导量子电路以及

减弱外界环境来进行改善。然而，内在的低频噪声很难从根本上消除，所以超导电路

的内在因素限制了相干时间的延长。

对于超导电荷量子比特，最主要的噪声来自于电荷涨落，比如材料衬底表面与氧

化层约瑟夫森结表面的电荷涨落；对超导磁通和相位量子比特，主要的噪声来自于磁

通涨落。为了改善各种噪声对超导量子比特的影响，各种改进型的超导量子比特也在

最近被设计出来并实验验证。其中 transmon量子比特就是一种主要的改进型超导量子
比特。

其结构与电荷量子比特一致，只是此时结的工作区域不再位于电荷区，其势能如

图20所示。

图 20: transmon量子比特的余弦势阱 (实线)与 LC振荡器的二次势阱 (虚线)的比较[20]

事实上，正如之前所说，上述的电路形式与电压偏置的电荷量子比特一致，因此

我们直接写出其哈密顿量。在 Cg ≪ CΣ = CJ +Cs条件下，利用一些近似即可类似得

到

ĤT =

(
Q̂−Qg

)2
2CΣ

− EJ cos
(
2π

Φ0

Φ̂

)
= 4EC (n− ng)

2 − EJ cos (ϕ) . (85)

其中 n̂ = Q̂/2e，相位算符 ϕ = (2π/Φ0) Φ̂，电荷能量 EC = e2/2CΣ，偏置电荷数

ng = Qg/2e，而偏置电荷可以由我们无法不想要的外部环境扰动或施加的电压偏置

Vg = Qg/Cg 所得到。

ĤT 的能谱是通过 EJ/EC 来调控的，分别对应三种量子比特：
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(1)在 EJ/EC ≪ 1时，对应电荷量子比特；

(2)在 EJ/EC ≈ 1时，对应 quantronium；
(3)在 EJ/EC ≫ 1时，对应 transmon量子比特。
其不同能量比下的能谱如图21所示，展示了在库伯对数表象下，最低的三个能级

的能谱。

图 21: 不同能量比下的 Transmon Qubit能谱[21]

在电荷能量占据主导的情况下，结可以视为微扰，此时即为 n̂ 的能级，而栅极

电荷的变化对系统会产生较大的影响，因此电路环境中不可避免的电荷波动会导致

Qubit跃迁频率的波动，从而导致退相干。
为解决退相干问题，正如我们之前所述，此时可以增大 EJ/EC，典型值在 20-80

的区间内，此时结的能量较大，Qubit偏离电荷工作区，其能级随着栅极电荷的改变
也越来越小，因此也可以实现更久的相干时间。

但是，在增强退相干的同时，我们可以看出，Transmon的非谐调性也降低了，而
这种非协调性是我们控制量子比特不引起高激发态所必须的，但实际上，非谐调性的

损失可以通过 (EJ/EC)
−1/2给出。事实上，由于相干性的增加，我们仍然能够高保真

地对 transmon进行调控。我们考虑在 EJ/EC ≫ 1的条件下对 ĤT 进行简化，由于此

时电荷自由性较大，因而其共轭变量∆ϕ̂≪ 1，并且由于低能级对 ng 并不敏感，我们
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可以考虑利用 Taylor展开以及一些近似，可以得到

Hq ≈ 4EC n̂
2 +

1

2
EJϕ

2 − 1

4!
EJϕ

4. (86)

其中我们去掉了一些常数项，因为其对能级间距以及演化过程并没有很大的影响。

同样我们将前两项进行对角化，

ϕ̂ =

(
2EC

EJ

) 1
4 (
b† + b

)
,

n̂ =
i

2

(
EJ

2EC

) 1
4 (
b† − b

)
.

(87)

以上形式即可清晰地表明正则变量随着 EJ/EC 变化的波动趋势，利用以上算符我们

可以轻易地写出

Hq = h̄ωqb
†b− EC

2
b†b†bb. (88)

其中h̄ωq =
√
8ECEJ −EC，并且仅保留了具有相同产生湮灭算符的项，因为若产生湮

灭算符数量不等，其会高频震荡，而会被迅速平均掉因而被忽略。

7.3 磁通量子比特
当非线性电感的能量占主导地位时，即 EJ ≫ EC，磁通量成为了好量子数。对于

之前推导的 rf-SQUID，我们可以得到其哈密顿量

H (Q,Φ) =
Q2

2CJ

− EJ cos
(
2πΦ

Φ0

)
+

(Φ− Φext)
2

2L
. (89)

利用结的相位 ϕ以及库伯对数量 n来表述，其哈密顿量可写为

H (n, φ) = ECn
2 − EJ cosϕ+

EL (ϕ− ϕext)
2

2
. (90)

当 ϕext =
π
2
时，其势能函数为

U = U0

[
1

2L

(
2π (Φ− Φext)

Φ0

)2

−
(
2π

Φ0

)2

cos
(
2πΦ

Φ0

)]
. (91)

在此时，可以发现来自环路的自感和约瑟夫森结的非线性电感的贡献，使得其势能图

像具有两个相同能级的势阱，如图22所示。
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图 22: ϕext =
π
2 时的 rf-SQUID势能函数[18]

此时左右井即可构成两种量子态，而为了达到在电势的局部最小值中只包含少数

量子态的状态，它需要有一个相对较大的环的自感。这就需要一个大的回路，这固有

地增加了回路对环境通量噪声的灵敏度，并使量子叠加的退相干时间变短。

为了减小环路尺寸及其对环境的敏感性，同时保持足够的自感，研究人员在 1999
年提出了三结磁通量子比特，如图23所示。

图 23: 三结磁通量子比特[18]

其中一个结的面积比另两个结要小 α倍。结合磁通条件 Φ1 +Φ2 +Φ3 = Φext，令

Φp =
1
2
(Φ1 + Φ2)、Φm = 1

2
(Φ1 − Φ2)，其拉氏函数可以写为

L =
P 2
p

2Cp

+
P 2
m

2Cm

− U (Φp,Φm) . (92)

29



其中, Pp与 Pm为 Φp与 Φm的正则动量，势能函数为

U (Φp,Φm) = EJ

[
2 + α− 2 cos

(
2π

Φ0

Φp

)
cos
(
2π

Φ0

Φm

)
−α cos

(
2π

Φ0

(Φext − Φp)

)]
.

(93)

图 24: 三结磁通量子比特势能图像[16]

绘制势能函数图像如图24所示。我们可以看到，其同样具有双势阱结构。当 ϕext =
π
2
时，两个量子态处于简并态，可通过隧穿效应进行消除，从而得到由两个势阱波函

数叠加而来的基态。设两个量子态分别为左态 |L⟩和右态 |R⟩，分别表示左阱和右阱
中的束缚通量态，则二能级哈密顿量为

H =

(
⟨L|H |L⟩ ⟨L|H |R⟩
⟨R|H |L⟩ ⟨R|H |R⟩

)
=

(
ϵL ∆

∆ ϵR

)
=
ϵL − ϵR

2
σz +

ϵL + ϵR
2

I +∆σx

= ϵ (Φext ) σz +∆σx.

(94)

其中 ϵ (Φext ) = (ϵl − ϵp) /2为两个势阱态间能级差,可用 Φext 调节，∆为 Φext = Φ0/2

时的隧穿速率。

7.4 相位量子比特
一个有电流偏置的约瑟夫森结电路如图25所示，其等效的电路模型可以由右图描

述，可以得到其能级局部最小值近似为三次方，因此可能会具有相对较大的非谐性。
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我们可以调整电路参数，使得电路能量的局部最小值附近只有几个量子态；由于

频率不匹配，前面提到的非谐性会使得两个最低的两个量子态与局部最小值中的其他

束缚态隔离，从而可以有效地形成量子二能级系统。这样形成的二能级系统便称为相

位量子比特。

图 25: 相位量子比特结构示意图及其等效模型[18]

上图原理中的直流电流偏置是由通过环路的磁通量电磁感应实现的。而为了使得

只有少数量子态位于局部最小值之中，这个感应偏置电流 Ib 应当十分接近临界电流

IC，在这种情况下，该系统的拉格朗日量为

L =
1

2
CJΦ̇− EJ [1− cos (2π

Φ

Φ0

)] + IbΦ. (95)

其势能项表示为

U (Φ) = −EJ cos
(
2π

Φ

Φ0

)
− IbΦ. (96)

而在局部最小值点 Φ = Φm附近，将势能作为 Φ的函数进行泰勒展开到三阶，有以下

形式

U (Φ) ≈ U (Φm) +
dU (Φ)

dΦ
|Φ=Φm (δΦ)+

1

2

d2U (Φ)

d2Φ
|Φ=Φm (δΦ)2 +

1

3!

d3U (Φ)

d3Φ
|Φ=Φm (δΦ)3 .

(97)
而在局部最小值点 Φ = Φm满足

dU(Φ)
dΦ

|Φ=Φm = 0，即有：

EJ
2π

Φ0

sin (2π
Φm

Φ0

) = Ib. (98)

由此定义临界电流 IC = 2πEJ

Φ0
，带入化简可得三次方近似下的势能表达式，以及函数

示意图如图26所示。

U (Φ) = U0 +
1

2

(
2π

Φ0

)2

EJ

√
1−

(
Ib
IC

)2

(δΦ)2 − 1

6

(
2π

Φ0

)3

EJ
Ib
IC

(δΦ)3 . (99)
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图 26: 相位量子比特能级调控示意图[18]

由此可以得到这种情况下的势垒高度：

∆U (Ib) = U (Φpeak)− U0 =
4
√
2

3
EJ

(
1− Ib

IC

) 3
2

. (100)

类比于谐振子，在这个体系下的“质量”相当于等效电容 CJ，由此可以得到该系统的

震荡频率：

ωp =
1√
LJCJ

=
2π

Φ0

√
EJ

CJ

(
1−

(
Ib
IC

)2
) 1

4

. (101)

并由此可以确定能级间隔 h̄ωp。如果我们选择合适的参数，使得势垒高度略大于能级

间距，就可以使得势阱内部的量子态大幅减少，从而使势阱中两个能量最低的状态形

成一个孤立二能级系统。

至此，我们完成了三种经典的量子比特的推导以及电荷量子比特的改进模型 trans-
mon量子比特的推导。
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8 量子比特与谐振器的相互作用

8.1 Transmon量子比特与谐振器之间的相互作用
现如今，transmon量子比特由于其较好的抗退相干能力，使用十分广泛，我们在

此推导其与谐振器的相互作用。

8.1.1 Transmon量子比特与 LC谐振器
首先考虑 transmon量子比特与单模谐振器相互作用，其示意图如27所示。

图 27: Transmon与 LC谐振器耦合[12]

列出基尔霍夫方程以及元件的运动方程

Φ̇C + Φ̇B − Φ̇A = 0,

IA = −IB,
IB = IC ,

IC = CΦ̈C + ΦC

L

IB = CgΦ̈B.

(102)

可得

CΦ̈C +
ΦC

L
= Cg(Φ̈A − Φ̈C). (103)

从而利用拉氏量之和 L = LT + LLC，可以写出

LLC =
C

2
ΦC

2 +
1

2L
ΦC

2,

LT =
CΣ

2
Φ̇2

A +
Cg

2
(Φ̇A − Φ̇C)

2 + EJ cos  (ϕA).

(104)
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我们利用矩阵形式，即 ΦT = (ΦA,ΦC)、QT = (QA, QC) = (CAΦ̇A, CCΦ̇C)以及 C =(
CΣ + Cg −Cg

−Cg C + Cg

)
，可以写出其动能部分

K =
1

2
�̇TC �̇ =

1

2
QTC−1Q. (105)

则哈密顿量可写为

H =
1

2C̄2

(
QA

QC

)(
CΣ + Cg −Cg

−Cg C + Cg

)
(QA, QC) + V, (106)

其中 C̄2 = CΣC + CΣCg + CCg。在 Cg ≪ CΣ, C 的限制下，可以得到

H ≈ 1

2CΣC

[
CQ2

A + CΣQ
2
C + Cg (QA +QC)

2]+ V

=
Q2

A + Cg

C
(QA +QC)

2

2CΣ

+
Φ2

2L
+
Q2

C

2C
− EJ cos (ϕA)

≈

(
QA + Cg

C
Q

C

)2
2CΣ

+HLC − EJ cos (ϕA).

(107)

其中HLC = Φ2

2L
+

Q2
C

2C
是LC谐振器的哈密顿量，此时定义 n̂ = Q̂A/2e，̂nr =

(
Cg

C

)
Q̂C/2e，

即可得到一个易于推广的哈密顿量

H = 4EC (n̂+ n̂r)
2 +h̄ωra

†a− EJcosϕA. (108)

即为单模 LC谐振器与 transmon量子比特耦合的哈密顿量。

8.1.2 Transmon量子比特与 2D谐振器
我们之前说过，对于 transmon量子比特，其需要电容上的能量较小，因此对应大

电容，可以将其耦合到一个共面波导谐振器上，并且此时多模谐振器能够提供更多的

振动模式，从而可以与多种振动频率的 transmon量子比特进行耦合。其耦合结构如
图28所示，即将 transmon量子比特接入中央导体与接地的无限大导体之间。
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图 28: Transmon与共面波导谐振器耦合[12]

我们将单模谐振器的方程进行推广，利用之前的推导可知，有 n̂r = Σmn̂m、n̂m =
Cg

Cm
· Q̂m

2e
，从而得到 HLC = Σmh̄ωma

†
mam，则总的哈密顿为

H = 4EC (n̂+ n̂r)
2 + Σmh̄ωma

†
mam − EJcosϕA. (109)

我们假设 transmon量子比特的振荡频率与多模谐振器的某个模式频率十分相近，即对
于m ≥ 1有 |ω0 − ωq| ≪ |ωm − ωq|，此时可以采用单模近似，简化为与 ωr的单模谐振

子耦合
Hr = 4EC (n̂+ n̂r)

2 +h̄ωra
†a− EJ cosϕA

= h̄ωra
†a+ 8Ern̂ · n̂r + 4ECn

2
r + 4ECn

2−EJ cosϕA.
(110)

其中这四项分别代表 HLC = h̄ωra
†a、相互作用能 8Ern̂ · n̂r、高阶项忽略 4ECn

2
r、和

transmon的哈密顿量 Hq = 4ECn
2−EJ cosϕA。

代入参数 Zr =
1

ωrC
、EC = e2

2CΣ
、Rk =

h
e2
、n̂ = i

2e

Cg

C

√
h̄
2Zr

(
a† − a

)
可得

8Ern̂ · n̂r = −h̄ωr
Cg

CΣ

√
πZr

Rk

(
EJ

2EC

) 1
4 (
a† − a

) (
b† − b

)
. (111)

则耦合系数 g = ωr
Cg

C�

√
πZr

Rk

(
EJ

2EC

) 1
4
，带入产生湮灭算符即可得

Ĥ = h̄ωra
†a+h̄ωqb

†b− EC

2
b†b†bb−h̄g

(
ab+ a†b† + ab† + a†b

)
. (112)

即为耦合的哈密顿量。

在耦合系数远小于 ωr 和 ωq 时，非旋转波项 (CRT= ab+ a†b†)可以忽略，仅剩下
旋转波项 (RWA= ab† + a†b)，采用旋转波近似，从而即可得到 JC模型。而对于超强耦
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合区域，此项不可忽略，即为 Rabi模型。
其在不同的耦合区间内会产生不同的动力学演化过程，通过相互作用即可调控量

子比特，从而实现量子比特的调控。

8.2 磁通量子比特与谐振器之间的相互作用
若想更容易地实现超强耦合，应当对谐振器与量子比特进行优化，一种较为容

易的实现方式为利用非均匀超导传输线谐振器与磁通量子比特耦合，其耦合示意图

如29所示。

图 29: 连接到非均匀超导传输线谐振器的三结磁通量子比特[22]

其中传输线谐振器的长度为 2l，类似于先前对 2D谐振器的推导，此时也可以得
到一致的结果，首先写出其拉格朗日量为

Ltl =
C0(x)ψ̇2(x, t)

2
− 1

2L0(x)

(
∂ψ(x, t)

∂x

)2

. (113)

其中ψ(x, t) =
∫ t

−∞ dt′V (x, t′),C0(x)为单位长度的位置电容，L0(x) = L0
geo(x)+L

0
dphing(x)

为单位长度的电感，包括几何构造和动力学的贡献。利用与先前一样的推导，设

ψ(x, t) =
∑

n ψn(t)un(x)可以得到：

Htl =
∑
n

h̄ωn(a
†a+

1

2
), (114)

其中

ψ̂n =

√
h̄

2ωnCr

(a† + a),

θ̂n = i

√
h̄ωnCr

2
(a† − a).

(115)

且 θ̂n = Crψ̇n为共轭动量，Cr =
∫ l

−l
C0(x)dx。
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这里唯一与前面的共面波导谐振器的区别是中间进行了局部收缩变窄，此时局部

电感更大，从而会诱导本征波模 un(x)的突变，几种不同收缩方式的 u1(x)与的 x的

关系如图30所示[22]，其中 Sin为谐振器中心导体宽度，tin为其厚度，并且假设谐振器

与磁通量子比特之间的连接长度 w为 5m。因而连接在收缩位置两侧的磁通量子比特
将获得强的相位偏置，因此这种收束会增强谐振器与量子比特之间的耦合。

图 30: 收缩方式的 u1(x)与的 x的关系[22]

接下来考虑磁通量子比特与谐振器的耦合，其具体示意图如31所示。

图 31: 磁通量子比特与谐振器[22]

可以写出其拉格朗日量为

L = Ltl +
3∑

k=1

{
CJk

2
ϕ̇2
k + EJk cos[ϕk/φ0]

}
. (116)

其中CJk为第 k个结的结电容，EJk为结的能量，ϕk为第 k个结的磁通量，ϕ0 =
Φ0

2π
，对于
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三结磁通量子比特，假设结 1与结 3是一致的，即有CJ1 = CJ3 ≡ CJ，EJ1 = EJ3 ≡ EJ，

而结 2一般满足 CJ2 = αCJ，EJ2 = αEJ，且 α < 1，磁通量的关系应为：

ϕ1 + ϕ2 − ϕ3 − ψ (x2) + ψ (x1) = Φext, (117)

其中 Φext为一个外部施加的磁通量。接着我们引入一个结 1与结 3的磁通量的和与差
进行变量替换

ϕ± = {[[ϕ3 + ψ(x2)]± [[ϕ1 + ψ(x1)]}/2. (118)

并且系统中的共轭变量也变为 q± = ∂L/∂ϕ̇±，由此利用 T±的幺正变换[23]

T± =
∏
n

exp
[
−i
2h̄
ψnq±δ

±
n

]
. (119)

其中 δ±n = un(x2)± un(x1)。可以得到哈密顿量

H =
∑
n

[
h̄ωna

†
nan +

q2−
2C−

n

+
q2+
2C+

n

− 2Cj2

C̃2
n

δnq−θ̂n

]
− Ej[2 cosφ+ cosφ− + α cos(φext + φ̂+ 2φ−)].

(120)

其中
1

C−
n

=
2Cr + 2Cj2(δn)

2

C̃2
n

,

1

C+
n

=
Cr(Cj1 + 2Cj2) + Cj1Cj2(δn)

2

C̃2
nCj1

,

C̃2
n = 2[Cr(Cj1 + 2Cj2) + (δ−n )

2Cj1Cj2].

(121)

更进一步的，若定义 C± = ΣnC
±
n，并将其中的 αEJ 项展开到 φ̂的一阶项，可将哈密

顿量化为

H = Hr +Hqb +Hq̂ +Hφ̂. (122)

其中，Hr为谐振腔哈密顿量；Hqb为标准磁通量子比特的哈密顿；Hq̂, Hφ̂分别描述了

量子比特与谐振腔模 n的电荷和磁通量耦合。将其以投影算符展开，有

Hφ̂ =
∑
n

∑
k,l

h̄gklφ̂,n|k⟩⟨l|(a†n + an),

Hq̂ =
∑
n

∑
k,l>k

h̄gklq̂,n(|k)⟨l| − |l⟩⟨k|)(a†n − an).
(123)
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其中
h̄gklφ̂,n = αEJ∆φn⟨k| sin(φext + 2φ̂−)|l⟩,

h̄gklq̂,n =
2Cj2δn

iC̃2

√
h̄Crωn

2
⟨k|q−|l⟩.

(124)

由此，整理可以得到 Rabi模型的哈密顿量

H =
∑
n

h̄ωna
†
nan +

∑
k

h̄Ωk|k⟩⟨k|+
∑
n

∑
k,l

h̄gklφ̂,n|k⟩⟨l|(a†n + an)

+
∑
n

∑
k,l>k

h̄gklq̂,n(|k)⟨l| − |l⟩⟨k|)(a†n − an).
(125)

利用这种模型，即可较为容易得实现超强耦合。
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9 JC模型
首先我们尝试求解 JC模型[24]，对于前面的模型推导，对其哈密顿量利用旋转波

近似后，得到哈密顿量

H =
1

2
h̄ω0σz +h̄ωa

†a+h̄g(σ+a+ a†σ−). (126)

可以计算得到相互作用绘景中的相互作用哈密顿量

HI = h̄g(σ+ae
i∆ + a†σ−e

−i∆). (127)

其中，∆ = ω0 − ω为失谐量。

考虑耦合的一般态

|ψ(t)⟩ =
∑
n

[ce,n(t)|e, n⟩+ cg,n(t)|g, n⟩]. (128)

带入薛定谔方程可以得到概率幅随时间的演化[
ce,n(t)

cg,n(t)

]
=

[
cos
(
Ωnt
2

)
− i ∆

Ωn
sin
(
Ωnt
2

)
i λn

Ωn
sin
(
Ωnt
2

)
i λn

Ωn
sin
(
Ωnt
2

)
cos
(
Ωnt
2

)
+ i ∆

Ωn
sin
(
Ωnt
2

)] [ce,n(0)
cg,n(0)

]
. (129)

其中，Ω2
n = ∆2 + λ2n = ∆2 + 4g2(n+ 1)为量子 Rabi频率。假定原子初始处在上能级，

即 ce(0) = 1的情况，我们考察一个重要的物理量，即原子能级布居反转随时间演化为

P (t) = ⟨σz⟩ = ⟨ψ(t)|σz|ψ(t)⟩ =
∞∑
n=0

⟨n⟩ne−⟨n⟩

n!

[
∆2

Ω2
n

+
4g2(n+ 1)

Ω2
n

cos(Ωnt)

]
. (130)

特别地，当发生共振时，P (t) = cos(Ωnt). 考虑一般情况，假设初始时刻谐振器
(光场)的态处于

ϕ(0) =
∑
n

cn|n⟩. (131)

且处在相干态 |α⟩上，有

cn =
e−|α|2/2αn

√
n!

. (132)
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此时布居反转随时间演化为

P (t) = e−⟨n⟩
∑
n

⟨n⟩n

n!
cos(2λ

√
n+ 1t). (133)

将布局数反转绘图可得图32，即此时布居反转随时间的变化，可以发现，在这种情形
下，其产生了崩塌—复原现象 (collapse and revival phenomena)[25]。

图 32: JC模型布居反转随时间的变化
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10 Rabi模型

10.1 模型求解
在 Rabi模型的求解中，我们取自然单位制 (h̄ = 1)，则它的哈密顿量可以写为

HR =
1

2
ω0σ̂z + ω

(
ââ† +

1

2

)
+ λ(â+ â†)(σ̂ + σ̂†)

=
∆

2
σ̂z + ωâ†â+ g(σ̂ + σ̂†)(â† + â)

=
∆

2
σ̂z + ωâ†â+ gσ̂x(â

† + â) .

(134)

其中，σ̂为与电磁场耦合的二能级原子的泡利算符，∆为两能级之间能级差。不同于

JC模型，这里我们将计入反旋波项 (CRT)的影响进行求解[26]。

首先，设 Rabi模型的本征态为

|ψ⟩ =
(
ψ1

ψ2

)
. (135)

将泡利算符以矩阵形式代入，得到本征方程 HR |ψ⟩ = E |ψ⟩，展开为(∆/2ψ1 + a†aψ1 + g(a† + a)ψ2 = Eψ1,

−∆/2ψ2 + a†aψ2 + g(a† + a)ψ1 = Eψ2.
(136)

接着作变换 ϕ1 = ψ1 + ψ2，ϕ2 = ψ1 − ψ2，并将两式相加减，可得(a†aϕ1 + g(a† + a)ϕ1 +∆/2ϕ2 = Eϕ1,

a†aϕ2 − g(a† + a)ϕ2 +∆/2ϕ1 = Eϕ2.
(137)

整理为矩阵形式 H ′
R |ϕ⟩ = E |ϕ⟩，可知它们有相同本征值，接下来求解 H ′

R 即可，具

体形式为

H ′
R =

(
a†a+ g(a† + a) ∆/2

∆/2 a†a− g(a† + a)

)
. (138)

接下来求解这个方程即可。

我们利用 Bogoliubov变换，引入算符变换 Â = â+ g，其中 Â可以看作引入了一
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种新的玻色子对应产生、湮灭算符。它满足对易关系

[A†, A] = −1. (139)

并且它的本征态可以写为

|nA⟩ =
(A†)n√
n!

|0A⟩ . (140)

满足升降阶关系 A† |nA⟩ =
√
n+ 1 |(n+ 1)A⟩ ,

A |nA⟩ =
√
n |(n− 1)A⟩ .

(141)

则在引入这个算符后，前面的哈密顿量可以改写为

HR =

(
A†A− g2 −∆/2

−∆/2 A†A− 2g(A† + A) + 3g2

)
. (142)

接着我们将前面所设的态 |ϕ⟩以 Â的本征态展开

|ϕ⟩ =
∞∑
n=0

√
n!en |nA⟩+

∞∑
n=0

√
n!fn |nA⟩

=
∞∑
n=0

αn |nA⟩+
∞∑
n=0

βn |nA⟩ .
(143)

代入后可得方程组E
∑∞

n=0 αn |nA⟩ =
∑∞

n=0(A
†A− g2)αn |nA⟩ −∆/2

∑∞
n=0 βn |nA⟩ ,

E
∑∞

n=0 βn |nA⟩ = −∆/2
∑∞

n=0 αn |nA⟩+
∑∞

n=0(A
†A− 2g(A† + A) + 3g2)βn |nA⟩ .

(144)
以一个本征态 |m⟩左乘上式，可得两叠加系数 em, fm之间的关系em = ∆/2(m− g2 − E)fm,

fm = 1
m
[Ω(m− 1)f(m−1) − f(m−2)].

(145)

其中

Ω(m) =
1

2g

[
(m+ 3g2 − E)− ∆2

4(m− g2 − E)

]
. (146)
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接着再引入算符变换 B̂ = â+ g，构造出此时的哈密顿量

H ′
R =

(
B†B + 2g(B† +B) + 3g2 −∆/2

−∆/2 B†B − g2

)
. (147)

同样将态 |ϕ⟩以 B̂ 的本征态展开

|ϕ′⟩ =
∞∑
n=0

√
n!e′n |nB⟩+

∞∑
n=0

√
n!f ′

n |nB⟩ . (148)

再重复以上的步骤，可以得到此时展开系数应满足e′m = ∆/2(m− g2 − E)f ′
m,

f ′
m = 1

m
[Ω′(m− 1)f ′

(m−1) − f ′
(m−2)].

(149)

其中

Ω′(m) =
1

2g

[
(m+ 3g2 − E)− ∆2

4(m− g2 − E)

]
. (150)

而当能级不简并时，用算符 Â, B̂ 所求出对应相同能级的本征态实际上是一样的，

因此它们之间应只差一个比例系数，有[
ϕ1

ϕ2

]
= r

[
ϕ′
1

ϕ′
2

]
. (151)

代入具体式子后，以 |0a⟩左乘上式，可得

∞∑
n=0

eng
n

∞∑
n=0

e′g
n

n =
∞∑
n=0

fng
n

∞∑
n=0

f ′gn
n . (152)

计算后可以发现上式等价于以下超越方程

G±
0 (x) =

∞∑
n=0

fn(x)

(
1± ∆/2

n− x

)
gn = 0. (153)

其中，x = E + g2，故函数 G±
0 (x)的零点即对应了所求本征态的本征能量。作出函数

图像后，可以得到系统的能谱如33所示。
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图 33: Rabi模型 G函数示意图[27]

图中红线代表 +宇称时的 G函数；蓝线代表-宇称时的 G函数。另外若将零点数

值解给出，还可以得到其能谱随着耦合强度 g的变化情况如34所示。

图 34: Rabi模型能谱随 g变化示意图[27]

其中左侧 y轴代表的是二能级系统的上下能级与光场模式的激发数，右侧 y轴代

表的是相应能级下不同的宇称。
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10.2 动力学演化特征
讨论拉比模型的动力学演化过程，我们考虑二能级原子与光场的耦合，将一般态

写成线性叠加的形式，

|ψ(t)⟩ =
∞∑
n=0

C↑
n(t)| ↑, n⟩+

∞∑
n=0

C↓
n(t)| ↓, n⟩. (154)

其中基矢满足
σz| ↑, n⟩ = | ↑, n⟩, σz| ↓, n⟩ = −| ↓, n⟩,

a†a| ↑, n⟩ = n| ↑, n⟩, a†a| ↓, n⟩ = n| ↓, n⟩.
(155)

我们将一般态代入薛定谔方程，得到

i
d

dt
C↑

n(t) = (nω +∆)C↑
n(t) + g(

√
nC↓

n−1(t) +
√
n+ 1C↓

n+1(t)),

i
d

dt
C↓

n(t) = (nω −∆)C↓
n(t) + g(

√
nC↑

n−1(t) +
√
n+ 1C↑

n+1(t)).

(156)

可以很明显地看出，| ↑, n⟩与 | ↓, n + 1⟩和 | ↓, n − 1⟩相耦合，而 | ↓, n⟩与 | ↑, n + 1⟩
和 | ↑, n − 1⟩相耦合。由于在拉比模型中宇称是守恒的，只有宇称相同的态才能相互
耦合，那么这个系统可以分别在两个独立的子空间中演化，即宇称 Π的本征值 p分别

为 ±1的两个子空间

p = 1, | ↓, 0⟩ ↔ | ↑, 1⟩ ↔ | ↓, 2⟩ ↔ | ↑, 3⟩ ↔ · · · ,

p = −1, | ↑, 0⟩ ↔ | ↓, 1⟩ ↔ | ↑, 2⟩ ↔ | ↓, 3⟩ ↔ · · · .
(157)

下面我们考虑特殊情况，初始光场处在上能级相干态情况

|ψ(t = 0)⟩ = | ↑, α⟩ =
∞∑
n=0

e−|α|2/2αn

√
n!

| ↑, n⟩. (158)

我们考察一个重要的物理量，即原子布居翻转随时间的变化

P (t) = ⟨σz⟩ = ⟨ψ(t)|σz|ψ(t)⟩ =
∞∑
n=0

(|C↑
n|2 − |C↓

n|2). (159)
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当弱耦合状态 g ≪ {ω,∆}时，则可以近似看作 J-C模型，取 ω = 2∆，得到

P (t) =
∞∑
n=0

|C↑
n(0)|2 cos(2

√
n+ 1gt). (160)

对于 JC模型，系统的布居动力学会发生崩塌和复原现象。而图35给出了不同耦合强
度 g的条件下，系统原子布居的动力学演化曲线。随着 g的增大，系统的崩塌、复原

现象会慢慢消失。不过当深强耦合 g > ω时，再次出现系统的崩塌、复原现象。

图 35: 布居数反转动力学演化过程
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下面，我们通过一个直观的物理架构说明这一现象。这里重新写一下拉比模型的

哈密顿量：

HR = b†b+ g(b† + b)−∆(−1)b
†bΠ. (161)

其中 Π为宇称算符。哈密顿量对应于一个谐振子系统，其最后一项相当于系统能量移
动。引入 |p, ↑ nb⟩满足

b†b|p, ↑ nb⟩ = nb|p, ↑ nb⟩. (162)

Π|p, ↑ nb⟩ = p|p, ↑ nb⟩. (163)

则对初始状态为：

|ψ(t = 0)⟩ = |+, 0b⟩ = | ↑, 0a⟩. (164)

当 ∆ = 0时，其动力学演化由下式给出

|ψ(t)⟩ = eig
2te−ig2 sin(t)|+, α(t)⟩. (165)

因此，|ψ(t)⟩复原到初始态的概率为

P+0b = |⟨ψ(0)|ψ(t)⟩|2 = e−|α(t)|2 . (166)

其中，

α(t) =
g(e−iωt − 1)

ω
. (167)

由于 α(t)是周期函数，所以对应的系统会周期性回复到初始态。
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11 各种特殊态

11.1 Fock态
Fock态即为粒子数态，描述粒子在量子系统中的分布，常用 |n⟩来表示，其中 n

为粒子的数目，其是许多量子技术的必不可少的资源，从量子通信和量子密码学到量

子增强计量、新型干涉测量协议和全光量子信息处理。

利用超导量子电路中的 Fock态，可以揭示基于光的量子属性的拓扑态[28]，在一

个原子和三个腔模耦合的 JC模型中，光子构成的福克态晶格会在三角形边缘的内切
圆上发生半金属到绝缘体的拓扑相变。

11.2 Bell态
对于贝尔态，是一种特殊的纠缠态，它是由两个量子比特构成的系统处于特定的

纠缠态。

Bell态具有一些特殊的性质，其中之一是当一个量子比特的状态被测量时，另一
个量子比特的状态将会瞬间崩塌为一个确定的值。这种非局域的关联性使得 Bell态在
量子通信和量子计算领域具有重要的应用。

其有四种可能的状态，分别是

|ψ⟩1 =
1√
2
(|00⟩+ |11⟩),

|ψ⟩2 =
1√
2
(|00⟩ − |11⟩),

|ψ⟩3 =
1√
2
(|01⟩+ |10⟩),

|ψ⟩4 =
1√
2
(|01⟩ − |10⟩).

(168)

偏振纠缠贝尔态是量子光学实验中应用最广泛的纠缠双光子态。这些状态下的光

子对可以通过参数非线性过程产生，如自发参数下转换和自发四波混频，通过单边偏

振控制进行操作，并通过基于线性光学的贝尔状态测量进行区分。因此，它们是量子

信息的理想载体，广泛应用于量子通信和光子量子信息处理。需要简单可靠的量子光

源来产生偏振纠缠贝尔态，特别是在光纤量子通信的电信波段。

贝尔态测量在诸如量子隐形传态、纠缠交换和量子网络等许多重要的量子领域

中发挥着关键作用，而双光子 Hong-Ou-Mandel (HOM)干涉是贝尔态测量的基础，如
图36所示。
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图 36: HOM与集体激励干扰[29]

在 HOM干涉实验中，两个处于纠缠或者相干状态的光子被分别输入到一个光学
器件的两个输入端口。根据经典光学的预期，两个光子应该独立进入器件，并分别从

不同的输出端口离开。然而，在量子力学的框架下，当两个光子的横向空间模式完全

相同（即它们具有相同的空间波函数）时，它们会发生干涉效应。

具体而言，HOM干涉观察到的现象是两个光子同时进入器件，并以不同的路径
到达输出端口，但它们之间形成干涉。如果两个光子的横向波包以完全重叠的方式到

达输出端口，则其干涉会导致两个光子都从相同的输出端口离开。这种纠缠干涉效应

被称为 HOM干涉。
HOM 是一种无经典对应的量子效应，它已被广泛用于测试光子不可分辨性[30]、

产生多光子纠缠[31]、构建量子门等[32]，图37为量子门电路的一个例子。

图 37: 量子 CZ门电路[32]

利用贝尔态还可以实现量子态的远程传递。由于贝尔态是纠缠态，Bennett等人提
出了著名的 Alice-Bob方案[33]，这个方案的目的是要求发送人员 Alice把一个量子比
特态发送给远处的接收人员 Bob。在此基础上，科学家们发展了量子通讯领域。
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图 38: Alice-Bob方案[33]

在超强耦合中，Bell态能通过双量子比特与谐振器耦合实现，我们后面会进行细
致的讨论。

11.3 Dicke态
Dicke态描述的是多粒子系统中，各个粒子的自旋（或其他内禀性质）在某个方

向上的协同性。在 Dicke态中，所有粒子具有相同的总角动量 (J)，并且其投影角动量
(M )可以在 (−J)到 (J)之间取值。其一般形式为

|J,M⟩ =

√
(2J)!

(J +M)!(J −M)!

J∑
m=−J

(±1)J−m

(
J J −m M −m

J m −M

)
|J,m⟩ . (169)

Dicke态被证明是高度纠缠态[34]，是量子信息和计算方面的宝贵资源。众所周知，

Dicke态在多方量子网络[35]、量子密钥分配[36]、量子存储器[37]和量子计量[38-39]中发挥

着重要作用。

在超强耦合和深强耦合领域，通过多量子比特与谐振器的耦合可以制备出多种

Dicke态[40]。

11.4 暗态
暗态（dark state）是一种特殊的量子态，它在特定条件下可以对光场的吸收起到

抑制作用。与一般的激发态（bright state）相比，暗态不会直接参与吸收或辐射过程。
具体来说，在一个多能级的量子系统中，如果存在一个暗能级，它与系统中其他

能级之间的跃迁几乎不发生，那么该暗能级对应的量子态就是暗态。暗态不容易与外

界光场发生相互作用，因此可以保持在一个稳定的量子态。最简单的暗态存在于三能

级系统中，可以利用哈密顿量对角化获得。
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暗态在量子信息处理、量子存储和量子干涉等领域有广泛的应用。在波导 QED
中，通过四个频率可调的 transmon量子比特作为人工原子，可以实现暗态的调控，如
图39所示。

图 39: 暗态调控完整装置示意图[41]

并且在超强耦合中，其能够制备一种“类暗态”[42]，这种态的能量与耦合强度无

关，能谱贯穿在整个耦合系统内，其可能与暗态一样在量子计算中有着类似的应用。
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12 Bell态的制备

12.1 单光子近似
在 Rabi模型中，由于耦合强度很大，可以明显地加速量子比特与光子之间的相互

作用，且由于不忽略反旋波项，使得 QRM的解通常涉及有无限光子的子空间[43]，使

得系统的动力学演化变得比较复杂，在量子计算中应用困难。因此我们考虑一个双量

子比特与单模谐振器 (单模光场)的相互作用，并且限制系统中最多只出现一个振动模
式，即二能级谐振器 (单光子系统)，这样就可以通过绝热演化来确定性地生成两种的
双比特贝尔态[44-45]

|ψB⟩ =
1√
2
(|↑↓⟩ ± |↓↑⟩). (170)

图 40: 双量子比特与单模谐振器耦合

首先可以写出各向异性两比特 QRM的哈密顿量

H = ωa†a+
2∑

i=1

∆iσiz +
2∑

i=1

[gir(a
†σi + aσ†

i ) + gic(a
†σ†

i + aσi)]. (171)

其中 a, a†分别为频率 ω光子的湮灭、产生算符，σ1, σ2分别为频率 2∆1, 2∆2原子的泡

利矩阵，gic, gir 分别为旋转波、反旋转波项的耦合强度。由哈密顿量H 可以看出，该

系统是具有 Z2 对称性的，分别存在两个不变的奇、偶宇称子空间，由此我们可以分

别假设奇偶的态。（|Ψ1⟩为偶宇称，|Ψ2⟩为奇宇称。）

|Ψ1⟩ = c1|0 ↑↑⟩+ c2|0 ↓↓⟩+ c3|1 ↑↓⟩+ c4|1 ↓↑⟩,

|Ψ2⟩ = c1|0 ↑↓⟩+ c2|0 ↓↑⟩+ c3|1 ↑↑⟩+ c4|1 ↓↓⟩.
(172)
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以下我们以偶宇称为例进行计算。利用 a, a†, σ, σ†算符的基本计算关系

σ† |↑⟩ = 0,

σ |↑⟩ = |↓⟩ ,

a† |n⟩ =
√
n+ 1 |n+ 1⟩ ,

a |0⟩ = 0.

(173)

由此可以给出该系统的哈密顿量

H =



∆1 +∆2 − E 0 g2r g1r

0 −∆1 −∆2 − E g1c g2c

g2r g1c ω +∆1 −∆2 − E 0

g1r g2c 0 ω −∆1 +∆2 − E

0 0
√
2g2c

√
2g1c

0 0
√
2g1r

√
2g2r


.

(174)
可以发现，上述矩阵的行数大于列数，是由于谐振器的第二激发态产生的，代表

薛定谔方程是不一定有解的，但是在一些特殊的参数下，可以通过线性变换使得行数

小于列数，从而求出其平凡解[46]。在 ω = ∆1 + ∆2 = E, g1r/g2r = g1c/g2c = ±1的条

件下，可以将矩阵化为以下形式

g1r 0 0 −∆1 +∆2

0 1 0 0

0 0 1 ±1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


. (175)

并且可以据此求出相应本征态为

|Ψ⟩ = C[(∆1 −∆2)|0 ↑↑⟩+ g1r|1⟩(| ↓↑⟩ ∓ | ↑↓⟩)]. (176)
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其中 C 为归一化常数。在数值模拟中，我们取

∆1/ω =1− 1

2
(
ωt

34
)
1
3 ,

∆2/ω =
1

2
(
ωt

34
)
1
3 ,

g1c = g2c =0.539(
ωt

34
)
1
3 ,

g1r = g2r =0.284(
ωt

34
)
2
3 .

(177)

可以依此分析 |Ψ⟩中两个态的演化，以它们出现的概率 P 为纵轴，可以得到它们

各自的演化情况，如41所示。

图 41: Bell态演化模拟图

可以看出，在初态为 |0 ↑↑⟩的情况下，若使系统沿着上面177的方式进行绝热演
化，则可以使得系统最终处于一个确定的 Bell态 |ψB⟩ = 1√

2
(|↑↓⟩± |↓↑⟩)上，即实现了

Bell态的制备。

12.2 双量子比特与谐振器耦合方法
与前面类似地，先写出两比特 Rabi模型的哈密顿量

H = ωa†a+
1

2
∆1σ

1
z +

1

2
∆2σ

2
z + g(a† + a)(σ1

x + σ2
x). (178)

其中 a, a†分别为频率 ω光子的湮灭、产生算符，σ1, σ2分别为频率∆1,∆2原子的泡利

矩阵，g为耦合强度。
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首先将绘景变换至相互作用绘景下，变换算符为

U = e−i(ωa†a+ 1
2
∆1σ1

z+
1
2
∆2σ2

z)t. (179)

则相互作用绘景下的哈密顿量为

HI =U
†HsU

=gU † (a† + a
) (
σ1
x + σ2

x

)
U

=g(U †
1a

†U1 + U †
1aU1)(U

†
2σ

1
xU2 + U †

3σ
2
xU3).

(180)

其中 
U1 = e−iωa†at,

U2 = e−
1
2
∆1σ1

z ,

U3 = e−
i
2
∆2σ2

z .

(181)

利用 Baker-Hausdorff公式

eξABe−ξA = B + ξ[A,B] +
ξ2

2!
[A, [A,B]] + · · · . (182)

即可得到

HI =g(a
†eiωt + ae−iωt)(σ1

x cos∆1t− σ1
y sin∆1t+ σ2

x cos∆1t+ σ2
y sin∆2t)

=g(a†eiωt + ae−iωt)(σ1
+e

i∆1t + σ1
−e

−i∆1t + σ2
+e

i∆2t + σ2
−e

−i∆2t).
(183)

展开可得

HI =g
(
a†σ1

+e
i(ω+∆1)t + a†σ2

+e
i(ω+∆2)t + aσ1

−e
−i(ω+∆1)t + aσ2

−e
−i(ω+∆2)t

)
+ g

(
a†σ1

−e
i(ω−∆1)t + a†σ2

−e
i(ω−∆2)t + aσ1

+e
−i(ω−∆1)t + aσ2

+e
−i(ω−∆2)t

)
.

(184)

此时通过控制外参量，使得两个原子能级∆1,∆2互为相反数，此时即对模型增加一个

约束，并记 ∆满足以下关系 ∆ = −ω +∆1,

∆ = −ω −∆2.
(185)

倘若能够通过外加手段使得 ω +∆1, ω −∆2的指数项能够消除，即，则可以将哈密顿
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量化简为以下形式

H = g
(
aσ1

+e
i∆t + a†σ1

−e
−i∆t + a†σ2

+e
−i∆t + aσ2

−e
i∆t
)
. (186)

要将哈密顿量中光场部分与原子能级的部分分开，接着进行中岛变换，设变换算

符为

U = e−i
∫ t
0 Hdτ . (187)

则变换后算符变为

H̃ =U †HU − iU † ∂U
∂t

≈ 1

2

[
i

∫ t

0

Hdτ,H
]

=− 2g2

∆
sin2 ∆t

2
[(σ1

+σ
2
+ + σ1

−σ
2
−) + (σ1

+σ
1
− + σ2

+σ
2
−) + a†a(σ1

z + σ2
z)]

=− 2g2

∆
sin2 ∆t

2
(σ1

+σ
2
+ + σ1

−σ
2
−) + shift.

(188)

此时即可发现，变换后的哈密顿量以双量子比特 Bell态 |ΨB⟩作为本征态，即

|ΨB⟩ =
1√
2
(|↑↑⟩ ± |↓↓⟩). (189)

从而我们可以类似地按照前面所讲述的方法，采用绝热近似，使得一个态往 Bell态的
方向演化。
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13 总结
本文在讨论了光场量子化和 LC谐振子的基础上，探讨了约瑟夫森效应，理论推

导了约瑟夫森结的等效电路。由于约瑟夫森结的电学性质随温度降低呈现出明显的量

子行为，通过控制约瑟夫森结的大小和电流，可以实现对量子比特的操控。因此我们

利用约瑟夫森结与 SQUID构建了多种量子比特，包括电荷量子比特、磁通量子比特
与相位量子比特。由于一般的量子比特对环境的要求较高，且退相干时间较短，因此

我们在电荷量子比特的基础上构建了 transmon量子比特。
接着，我们探究了量子比特与谐振器的相互作用、光和二能级人工原子相互作用，

求解了弱耦合的 JC模型与超强耦合的 Rabi模型。通过利用量子比特与谐振器的耦合
相互作用，探索了超导量子电路中的超强耦合产生机制。这一部分，我们主要求解了

量子 Rabi模型并讨论了其动力学演化，还进行了仿真求解，同时也对 JC模型进行了
求解。通过二者进行比较，计算了布居数反转的演化过程，发现弱耦合和深强耦合均

出现了崩塌复原现象，而超强耦合并未出现类似的现象。

最后，我们对量子力学中的各种态进行了简介，并且对制备贝尔态提出了一种方

法。对于双量子比特与谐振腔的耦合情况，我们考虑单光子的子空间，在进行一定的

近似并设定相应参数的演化规律后，发现利用绝热演化可以使得系统演化到确定的双

量子比特 Bell态。同时我们提出了此模型制备 Bell态的另一种可能，从 Rabi模型的
哈密顿量出发，写出其相互作用绘景下的哈密顿量并利用中岛变换，其会出现一些谐

波项，倘若可以找到手段将其消除，则哈密顿量的本征态将是 Bell态，通过某些演化
方法可能能够实现 Bell态的制备。

总的来说，我们研究了利用超导量子电路构建人工原子——量子比特，并求解了

其与谐振器的相互作用，求解了 JC模型和 Rabi模型，探究了布居数反转的时间演化
随耦合强度的变化，并最后提出了一种 Bell态制备的方法，以及一种可能的制备的方
法，未来将会继续进行探究。
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附录

A Python求解代码

1 #JC模型布居数反转求解代码
2 import numpy as np
3 from matplotlib import pyplot as plt
4 from qutip import *
5 N = 50 # number of cavity fock states
6 wc = 1.0 * 2 * np.pi # cavity frequency
7 w0 = 1.0 * 2 * np.pi # atom frequency
8 g = 0.01 * 2 * np.pi # coupling strength
9 kappa = 0.01 # cavity dissipation rate

10 gamma = 0.01 # atom dissipation rate
11 use_rwa = 1
12 # Jaynes‐Cummings Hamiltonian |↑,n>
13 a = tensor(qeye(2), destroy(N)) #湮灭算符
14 sm = tensor(sigmam(), qeye(N)) #sigma‐
15 sp = tensor(sigmap(), qeye(N)) #sigma+
16 sz = tensor(sigmaz(), qeye(N)) #sigma_z
17 #H = wc * a * a.dag() + w0 * tensor((sigmax() + 1), qeye(N))
18 #H = wc*a.dag()*a + w0*sm.dag()*sm/2
19 H = wc*a.dag()*a + w0*sz/2
20 if use_rwa:
21 H += g * (a.dag() * sm + a * sp) #JC模型
22 else:
23 H += g * (a.dag() + a) * (sp + sm) #Rabi模型
24 # collapse operators
25 n_th = 0.25
26 c_ops = [
27 np.sqrt(kappa * (1 + n_th)) * a,
28 np.sqrt(kappa * n_th) * a.dag(),
29 np.sqrt(gamma) * sm,
30 ]
31 #times = np.linspace(0, 800, 2000)
32 times = np.linspace(0, 50, 2000)/g
33 psi0 = tensor(fock(2,0), coherent(N, 10))
34 result = mesolve(H, psi0, times) #未考虑耗散
35 # 绘制布居数反转随时间演化的曲线
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36 plt.yticks([‐1,0,1])
37 ax=plt.gca()
38 ax.spines["top"].set_color("none")
39 ax.spines["right"].set_color("none")
40 ax.spines["left"].set_position(("data",0))
41 ax.spines["bottom"].set_position(("data",0))
42 ax.xaxis.set_ticks_position("bottom")
43 ax.yaxis.set_ticks_position("left")
44 for label in ax.get_xticklabels()+ax.get_yticklabels():
45 label.set_fontsize(13)
46 plt.ylim(‐1,1)
47 plt.plot(np.linspace(0, 50, 2000), expect(sz, result.states))
48 plt.xlabel(r"$\tau$", fontdict={'family' : 'Times New Roman', 'size':13},labelpad

=80)
49 plt.ylabel(r"$P(\tau)$", fontdict={'family' : 'Times New Roman', 'size':13},labelpad

=‐8)
50 plt.show()

1 #Rabi模型布居数反转求解代码
2 import numpy as np
3 from matplotlib import pyplot as plt
4 from qutip import *
5 N = 50 # number of cavity fock states
6 wc = 1.0 * 2 * np.pi # cavity frequency
7 w0 = 1.0 * 2 * np.pi # atom frequency
8 #|↑,n>
9 a = tensor(qeye(2), destroy(N)) #湮灭算符

10 sm = tensor(sigmam(), qeye(N)) #sigma‐
11 sp = tensor(sigmap(), qeye(N)) #sigma+
12 sz = tensor(sigmaz(), qeye(N)) #sigma_z
13 H = wc*a.dag()*a + w0*sz/2
14 psi0 = tensor(fock(2,0), coherent(N, 10))
15 plt.figure(figsize=(15,20),dpi=300)
16 g_list = [0.01,0.1,0.5,1,2]
17 for i in range(len(g_list)):
18 g = g_list[i] * 2 * np.pi # coupling strength
19 times = np.linspace(0, 50, 20000)/g
20 H += g * (a.dag() + a) * (sp + sm) #Rabi模型
21 result = mesolve(H, psi0, times)
22 plt.subplot(len(g_list),1,i+1)
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23 plt.yticks([‐1,0,1])
24 ax=plt.gca()
25 ax.spines["top"].set_color("none")
26 ax.spines["right"].set_color("none")
27 ax.spines["left"].set_position(("data",0))
28 ax.spines["bottom"].set_position(("data",0))
29 ax.xaxis.set_ticks_position("bottom")
30 ax.yaxis.set_ticks_position("left")
31 for label in ax.get_xticklabels()+ax.get_yticklabels():
32 label.set_fontsize(20)
33 plt.xlim(0,50)
34 plt.ylim(‐1,1)
35 plt.plot(np.linspace(0, 50, 20000), expect(sz, result.states), label="g/$\omega$

={}".format(g_list[i]))
36 plt.legend(loc='upper right', fontsize=20)
37 #plt.xlabel(r"$t$", fontdict={'family' : 'Times New Roman', 'size':8},labelpad

=80)
38 plt.ylabel(r"$P$", fontdict={'family' : 'Times New Roman', 'size':30},labelpad

=‐10)

65


	课题背景及简介
	光场量子化
	电磁场量子化
	光子数表象

	光与原子的相互作用
	谐振器
	LC谐振器
	2D谐振器

	约瑟夫森结
	约瑟夫森效应
	理论推导
	等效电路

	超导量子干涉仪
	直流SQUID
	射频SQUID

	超导量子比特
	电荷量子比特
	Transmon量子比特
	磁通量子比特
	相位量子比特

	量子比特与谐振器的相互作用
	Transmon量子比特与谐振器之间的相互作用
	Transmon量子比特与LC谐振器
	Transmon量子比特与2D谐振器

	磁通量子比特与谐振器之间的相互作用

	JC模型
	Rabi模型
	模型求解
	动力学演化特征

	各种特殊态
	Fock态
	Bell态
	Dicke态
	暗态

	Bell态的制备
	单光子近似
	双量子比特与谐振器耦合方法

	总结

