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摘要：光的衍射现象是光的基本现象之一 ．对于复杂结构的衍射，一般难以直接推导出解析解 ． 为得到复杂结构的夫琅和

费衍射，本文采用耳切法将复杂结构近似剖分为多个三角形，则复杂结构的衍射场可以分解为多个三角形衍射场的叠加． 而

每个任意三角形的傅里叶变换的计算，则可以通过坐标变换操作，转换为基础直角三角形的傅里叶变换的计算． 进一步搭建

夫琅和费衍射实验光路，得到了不同孔径的衍射场分布，并且分析计算了正多边形结构衍射场角分布的不确定度，验证了解

析算法的可行性及准确性 ．最后，计算了复杂分形结构的衍射场，验证算法在复杂结构衍射场计算有效性 ．
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　 　 光的衍射是光的波动性的基本现象之一 ． 对光
的波动性的研究有着重要意义，为光谱仪、全息三维

显示等方向提供了重要的理论依据
［１］． 光在传播过

程中遇到尺寸接近于光波长的障碍物时，会发生偏

离直线传播的现象而进入按直线传播划定的阴影区

内，这种现象称为光的衍射 ． 根据不同的衍射距离，
光的衍射可以分为两类，菲涅耳衍射和夫琅和费衍

射 ．经典光学教材对规则障碍物，如单孔、双孔、单
缝、双缝或者周期性多缝等的衍射有深入的分

析
［２－５］．但日常中常常更多遇到的是复杂结构的衍

射现象，而复杂结构的衍射场分布往往不能直接解

析得到 ．为得到复杂结构衍射场的解析解，我们需要
将复杂结构孔径分解为基础三角孔，则复杂结构的

衍射场可以通过对每个基础三角孔衍射场的相干叠

加得到 ．
通过计算几何方法可以快速准确地将复杂结

构，如多边形孔径等剖分为三角形 ．常用的多边形三
角剖分方法可以分为基于对角线插入算法、基于

Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角剖分算法以及基于 Ｓｔｅｉｎｅｒ 点的三角
剖分算法

［６］．其中基于对角线插入算法包括耳切法

（Ｅａｒ Ｃｌｉｐｐｉｎｇ Ｍｅｔｈｏｄ）［７，８］、扫描线法（Ｓｗｅｅｐ ｌｉｎｅ ａｌ

ｇｏｒｉｔｈｍ）［９］和赛德尔随机增量算法（Ｓｅｉｄｅｌｓ Ａｌｇｏ

ｒｉｔｈｍ）［１０］等 ．耳切法通过不断剪除由三角形构成的

“耳朵”，将原多边形剖分为一系列三角形
［１１］． 扫描

线法使用一条从左到右穿过多边形的扫描线，随着

扫描线的移动，与多边形相交形成开始或结束的事

件点，并根据事件点构建多边形的三角剖分．赛德尔
随机增量算法通过随机选择多边形的边构建梯形剖

分，并寻找单调链，利用连接链的端点和内部顶点来

构建三角形
［１２］．

本文首先从标量衍射理论出发推导基础三角形

的夫琅和费衍射的解析解；其次采用轮廓追踪法识

别任意复杂结构的轮廓形状；通过耳切法将复杂结

构剖分为多个三角形；则复杂结构的衍射场分布可

以通过这些三角形衍射场的相干叠加获得．最后，实
验观察孔径的夫琅和费衍射，并计算了衍射角分布

的不确定度，验证算法的有效性及准确性．

１　 实验原理

１． １　 三角孔的夫琅和费衍射
如图 １ 所示，考虑平面 ｘ′ｙ′内的任意直角三角

形孔径 Σ，波长为 λ 的平面波垂直入射到该孔径，在
与平面 ｘ′ｙ′平行且距离为 ｚ 的 ｘｙ 平面上的衍射场分
布为 Ｕ（ｘ，ｙ）．

当衍射距离 ｚ 远远大于三角孔尺寸，即满足夫
琅和费衍射近似条件 ｚ＞＞ｋ（ｘ′２ ＋ｙ′２）ｍａｘ ／ ２ 时，衍射场


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图 １　 三角形孔径衍射示意图

复振幅分布可由夫琅和费衍射公式得到
［１］
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（１）
其中，（ｘ′，ｙ′）为三角形孔径 Σ 上的任意一点坐标，
（ｘ，ｙ）为衍射场平面上任意一点坐标，ｚ 为两平面之
间距离 ．为解析地得到任意直角三角形孔径 Σ 的夫
琅和费衍射，可以通过平移和旋转操作将平面内任

意直角三角形 Σ 变换为基础直角三角形 Δ，如图 ２
所示，其中三角形 Σ 的顶点坐标分别为（ｘ′１，ｙ′１）、
（ｘ′２，ｙ′２）、（ｘ′３，ｙ′３），三角形 Δ 的顶点坐标分别为（０，
ｂ）、（０，０）、（ａ，０），两个三角形顶点之间的对应关系
为（ｘ′１，ｙ′１）a（０，ｂ）、（ｘ′２，ｙ′２）a（０，０）、（ｘ′３，ｙ′３）a（ａ，
０），其中（ｘ′２，ｙ′２）为三角形 Σ 的直角顶点坐标，ａ、ｂ
分别为三角形 Σ 两条直角边长度，则三角形 Δ 可以
由三角形 Σ 通过平移（ｘ′２，ｙ′２）并逆时针旋转 θ 得
到，即
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图 ２　 任意直角三角形 Σ 与基础直角三角形 Δ 的变换关系

对于基础三角形 Δ，其透过率函数可表示为

ｆΔ ｘ０，ｙ０C o ＝
１， ｘ０，ｙ０C o ∈Δ

０， ｘ０，ｙ０C o Δr （３）

对应的傅里叶变换可以表示为
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根据式（２）的变换关系，以及傅里叶变换性质，
可得到平面内任意直角三角形 Σ 傅里叶变换为

　 ＦΣ ｕ，ｖC o ＝  ｆΣ ｘ′，ｙ′C o ｅ－ｉ２π ｘ′ｕ＋ｙ′ｖC o ｄｘ′ｄｙ′＝

　 　 ｅ
－ｉ２π ｕｘ′２＋ｖｙ′２C o ＦΔ ｕｃｏｓ θ－ｖｓｉｎ θ，ｕｓｉｎ θ＋ｖｃｏｓ θC o

（５）
将上式代入式即可得到平面内任意直角三角形的夫

琅和费衍射场分布 ．
一般情况下，复杂结构孔径并不规则，其衍射积

分求解十分复杂，难以给出解析解 ．通常可以将积分
区域，即衍射孔径分割为若干简单三角形，并进一步

剖分为若干直角三角形 ．根据光波的相干叠加原理，
复杂结构孔径的衍射场分布 Ｕ（ｘ，ｙ）可以近似由这
些直角三角形孔径衍射场分布相干叠加得到，即

Ｕ（ｘ，ｙ）＝ ∑ ｉＵｉ（ｘ，ｙ）．
１． ２　 轮廓追踪法

在计算图形学中，轮廓追踪方法（Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｆｏｌ
ｌｏｗｉｎｇ）常被用来检测和提取图像中对象的边界和
轮廓

［１４］．为解析计算复杂二维孔径的衍射场分布，
本文引入轮廓追踪法从二维图片中获取复杂二维孔

径的边界轮廓 ．轮廓追踪方法常以二值图像为输入，
因此首先需要对原始输入图像进行预处理，包括图

像增强及二值化 ． 对于输入图片 Ｉ（ｘ，ｙ），首先对图
像进行灰度处理，突出目标图像，并利用自适应阈值

方法进行二值化，将图像分成目标与背景两部分，获

得二值图像 Ｂ（ｘ，ｙ）． 在二值图像 Ｂ（ｘ，ｙ）中任取一
边界点作为起始点，然后按照设定方向，如顺时针或

者逆时针方向遍历其邻域像素，寻找所遇到值为 １
的第 １ 个邻点，将其作为下一个边界点，同时将其记
录为新的中心点 ．重复上述操作，直到回到起始点或
无新边界点为止 ． 整个过程记录的一系列边界点构
成了一条闭合的边界线，此即为二维孔径的轮廓 ．根
据孔径结构的复杂程度，可以对孔径轮廓抽样，可以

得到合适的边界点集合 ． 图 ３ 为轮廓追踪法的效果
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示意图，右侧图中黑色实心点为轮廓追踪法获取到

的边界点，黑色粗线段为边界点连线，即为复杂二维

结构的轮廓 ．

图 ３　 轮廓追踪法示意图

１． ３　 耳切法
在计算几何和图形学领域，多边形的三角剖分

是基本问题 ．为了实现高效准确的三角剖分，一种较
为常见的方法是采用所谓的“耳切法”

［７，８，１１］．
对于一个简单二维多边形，其存在若干个凸顶

点，选取一个凸顶点及其相邻的两个顶点组成的三

角形构成所谓的“耳朵”． 通过剪除这些“耳朵”，可
以将多边形剖分为一系列三角形 ． 重复这一流程直
到多边形被分解为一系列的三角形 ．

如图 ４ 所示，耳切法算法实现步骤具体如下：首
先，初始化一个空的结果数组和一个包含多边形所

有顶点的数组 ．然后，遍历顶点数组，创建一个由该
顶点及其相邻的两个顶点组成的三角形，并检查该

三角形是否包含任何其他顶点 ． 如果不包含其他顶
点，则确认该三角形为一个“耳朵”． 当找到一个“耳
朵”后，将其剪切掉，即将其添加到结果数组中，并

从原始数组中移除 ．重复以上步骤，直到顶点数组为
空，多边形被完全剖分为三角形 ．代码对于多边形顶
点的处理严格按照逆时针或顺时针方向，这一点是

很有必要的，因为处理方向的不同可能会影响到顶

点凸凹性质的判断以及最终的三角形分解结果 ．
由于“尖锐”的三角形在某些情况下可能会引

起计算错误或不稳定性，选取让每个三角形的最小

角尽可能大的分解结果 ．若 ２ 个三角形有公共部分，
尝试将它们合并为一个四边形，然后使用尝试将这

个四边形划分为 ２ 个新的三角形并计算 ２ 种方式的
最小角的弧度值，然后选择元最小角最大的一种方

式来进行切割 ．在优化过程中，需要确保新生成的 ２
个三角形不会与优化列表中的其他三角形有重叠 ．
这是通过遍历剩余的其他三角形，检查新生成的两

个三角形的面积的大小来验证的 ． 只有当所有其他
三角形都不与新生成的 ２ 个三角形有重叠时，才会

用这 ２ 个新的三角形分割方式替换原来的三角形分
割方式 ．

最后，整个优化过程结束后，最终得到每个四边

形的最优划分方式，从而使得整个剖分系统的最小

角最大 ．

图 ４　 耳切法示意图

为了将多边形分解成直角三角形，需要在耳切

法的结果上进行操作 ．首先，判断分解出来的每个三
角形是否为直角三角形 ．如果不是直角三角形，选择
其中最长的边，构造该边所对应的高，则该底边的高

将三角形分解成两个直角三角形 ．
对于含有弧形边界的复杂孔径，可以采用多边

形细分来近似表示 ． 如图 ５ 所示，以圆形孔径为例，
以圆弧的起点、二等分点和末点构建初始三角形，并

对二等分点两侧的子圆弧重复迭代，通过调整迭代

次数，控制分割三角形的数量，实现对近似精度的

调节 ．

图 ５　 圆弧的多边形近似示意图

２　 实验方案

根据上述理论推导公式，搭建如图 ６ 所示的夫
琅和费衍射实验验证光路 ． 激光器（天津港东 ＧＹ－
１０）发出的激光波长为 λ ＝ ６３２． ８ ｎｍ，经过扩束镜扩
束准直后，垂直入射到目标孔径薄板上 ．孔径薄板上
制备了各种不同的孔径，如图 ７ 左侧第一列所示 ． 孔
径薄板位于凸透镜的物方焦点处，且凸透镜的焦距

ｆ ＝ １５０ ｍｍ．在凸透镜的像方焦点处放置 ＣＣＤ 相机
（大恒图像 ＭＥＲ － ３１０ － １２ＵＣ，分辨率为 ２ ０６４ ×
１ ５３６，像素大小为 ３． ２ μｍ）用以观察并记录孔径夫
琅和费衍射场分布的总体情况 ． 实验时需保证所有
光学元件等高同轴 ． 孔径薄板垂直于光轴放置以确
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保衍射光场的准确性 ． 为能够更好地观察衍射场的
整体情况，在光路中加入合适的衰减片，调节 ＣＣＤ
相机曝光情况，使得凸透镜傅里叶平面的高频分量

能够被清晰记录 ．

�	 ��	 
��

�	 	�


�	�f f

图 ６　 夫琅和费衍射实验光路示意图

３　 实验结果及分析

３． １　 夫琅和费衍射实验结果
为了验证上述算法可行性，本文设计并制备了

多种不同孔径的薄板，包括矩形孔、十字孔（孔径尺

寸约为 ３００ μｍ）以及简单三角形孔、星形孔、八边
形环、海棠窗孔（孔径尺寸约为 ５００ μｍ）等 ． 根据图
６ 所示搭建实验光路，并观察不同孔径的夫琅和费
衍射场分布 ．实验结果如图 ７ 所示，其中第 １ 列为各
种孔径的显微镜成像，虚线框为孔径的边界；第 ２ 列
为对应孔径的夫琅和费衍射实验结果，第 ３ 列为本
文理论计算结果；第 ４ 列为快速傅里叶变换计算
结果 ．

对比分析可知，本文提出的基于耳切法的夫琅

和费衍射解析算法能够很好地得到孔径的夫琅和费

衍射结果，而且解析算法的计算结果与快速傅里叶

变换算法结果及实验结果均能符合得很好 ． 对于不
同的孔径，解析算法均能适用 ．特别地，对于图 ７（ｕ）
所示包含弧形边界的孔径，其计算结果亦符合得很

好 ．需要注意的是，图 ７ 第 ２ 列所示的孔径衍射场分
布实验结果存在一定的杂散光 ． 这是因为实验所用
样品采用透明塑料薄片镀膜制备得到，而孔径透射

部分并非真正镂空，其衬底存在少量杂质，影响衍射

光质量 ．需要说明的是，衍射场的低频信息强度远远
大于高频信息强度 ．为了能够清晰展示高频信息，图
７ 中的衍射场采用了过曝方式降低两者的对比度 ．
由于理论计算的过曝结果与实验过曝方法无法完全

一致，导致高频信息显示稍有区别 ．

３． ２　 复杂孔径衍射场角分布
为分析前文所述的基于耳切法的夫琅和费衍射

解析算法的准确性，考虑正多边形的夫琅和费衍射

场分布的对称性，实验测量正多边形孔径的衍射场

分布，确定“星芒”的角向分布，即光强极大值之间

Cre Cae Cte Cie
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Cue Cve Cwe Cxe

图 ７　 不同结构孔径的夫琅和费衍射结果

的夹角 θ ｉ，求得平均值 θ
－

，并将实验值标准差作为 Ａ
类不确定度 ｕＡ；同时，对于 Ｂ 类不确定度，认为其服
从标准分布，考虑实验所用的 ＣＣＤ 相机分辨率为
２ ０６４×１ ５３６，像素大小为 ３． ２ μｍ，衍射场分布的中
心与 ＣＣＤ 相机的中心重合 ．而 ｘ 方向相邻两个像素
点相对中心点的夹角相对于 ｙ 方向相邻两个像素点
相对中心点的夹角比较大 ．因此，在容许最大角分辨
误差的情况下，可以取 ｘ 方向相邻两个像素点相对
中心点的夹角为 ＣＣＤ 最小分辨角 ． 故测量光强极大
值角分布的最小分辨角度 Δθ 满足 ｓｉｎ Δθ ＝ １ ／ ７６８，

可得 Δθ ＝ ０． ０７°，则 Ｂ 类不确定度为 ｕＢ ＝ Δθ ／槡３ ＝
０． ０４°；合成不确定度可以由 Ａ 类不确定度和 Ｂ 类

不确定度计算得到，即 ｕ ｃ ＝ ｕ２Ａ ＋ｕ槡
２
Ｂ；取包含概率为

９５％，则以包含因子 ｋ ＝ ２ 计算扩展不确定度 Ｕ ＝
ｋｕ ｃ ． 各类正多边形的夫琅和费衍射实验结果的不确
定度分析结果如表 １ 所示．由此可见，根据耳切法计
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算得到的夫琅和费衍射结果的夹角预测值与实验测

量所得结果一致，本文提出的算法是有效的、准确的．
表 １　 正多边形夫琅和费衍射角分布不确定度分析结果

孔形状 边长 ／ μｍ θ
－
／ °

不确定度 ／ °

ｕＡ ｕＢ ｕ ｃ Ｕ

八边形
２５０ ４５． ００ ０． ９９ ０． ４２ １． ０８ ２． ２

３００ ４５． ００ ０． ３７ ０． ４２ ０． ５６ １． １

六边形

２００ ６０． ００ １． ８６ ０． ４２ １． ９１ ３． ８

２５０ ６０． ００ １． １３ ０． ４２ １． ２１ ２． ４

３００ ６０． ００ １． ８８ ０． ４２ １． ９２ ３． ８

三角形
５００ ６０． ００ ２． ８３ ０． ４２ ２． ８７ ５． ７

５５０ ６０． ００ １． ８４ ０． ４２ １． ８９ ３． ８

正方形
２５０ ９０． ００ ０． ２４ ０． ４２ ０． ４９ １． ０

３００ ９０． ００ ０． ３１ ０． ４２ ０． ５２ １． ０

３． ３　 算法应用
为了进一步验证基于耳切法的夫琅和费衍射解

析算法的有效性，以复杂分形结构为例，计算复杂分

形结构的衍射场分布，结果如图 ８ 所示 ． 图 ８（ａ）、
（ｃ）分别为第 ２ 次、第 ４ 次迭代生成的科赫（Ｋｏｃｈ）
雪花图形 ．科赫雪花是一种典型的分形结构，其每一
边由科赫曲线构成，即将一边三等分，取中间线段向

外作等边三角形，移除中间线段，即可得到新的科赫

曲线 ．图 ８（ｂ）、（ｄ）分别为图 ８（ａ）、（ｃ）对应科赫雪
花图形的夫琅和费衍射解析计算结果 ． 从结果不难
看出，本文算法能够有效地处理较为复杂的二维结

构，得到复杂结构的解析夫琅和费衍射结果 ．

Cre Cae

Cte Cie

图 ８　 复杂分形结构及其夫琅和费衍射

此外，基于耳切法的夫琅和费衍射解析算法还

能够有效处理非周期光栅的衍射场，如缺刻光

栅
［１５］
、啁啾光栅

［１６］
、弧形光栅等，并且能够结合遗

传算法、模拟退火算法、深度学习等各种优化算法，

进一步优化设计非周期光栅各级衍射峰的衍射效

率 ．相关研究不在本文讨论范围，将在后续研究作进
一步探讨 ．

４　 结论

本文提出了一种基于耳切法的复杂结构夫琅和

费衍射解析算法 ． 采用耳切法与弧形近似的方法将
复杂结构剖分为若干直角三角形，通过平移和旋转

等坐标变换操作将任意直角三角形的傅里叶变换转

换为基础直角三角形傅里叶变换的计算，对每个三

角形的衍射光场的相干叠加，最终可以导出复杂结

构的夫琅和费衍射解析解 ． 搭建夫琅和费衍射实验
光路，研究了多种复杂结构的衍射结果，通过对比实

验结果、本文解析算法结果以及快速傅里叶变换结

果，并进一步计算了衍射角分布不确定度，证实了基

于耳切法的夫琅和费衍射解析算法的可行性及其准

确性 ．
本文提出的解析算法为求解复杂结构衍射提供

了一种可行方法 ． 在后续的研究工作中，一方面，在
此基础上结合各种优化算法可以进一步研究光栅衍

射级次优化、衍射孔径逆向设计等问题；另一方面，

可以通过引入局域坐标变换，推广到非平行平面的

衍射场分布的计算，也即能够计算三维空间物体的

衍射场，可用于全息三维显示等应用场景 ． 此外，由
于轮廓追踪算法中对参数依赖性高，后续的研究工

作将探索参数的自动化调节方法，便于得到最优化

参数，提高算法效率 ．
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